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Capítulo 1 


Cálculo Diferencial 


1.1 Base Algebraica y Geométrica de /R” 


Este primer capítulo tiene como objetivo el estudio de las funciones de varias 
variables. Estas variables son elementos de /R, por lo que lo natural es 
trabajar en /R”, donde n € 1N. 


Definición 1.1 Dotamos al conjunto IR” de una estructura de espacio vec- 
torial mediante las siguientes operaciones: para x= (11,%2,-** Tp) € IR”, 
y = (Yi, Yo, A Ya) € IR”, Y A € IR definimos 


Suma: I+Y=(11 +41) +00 Tn +Yn), 


Producto por escalar: Ar = (Ab AE): 


El espacio vectorial /R” tiene dimensión n. Entre las muchas posibles 
bases de IR” nos interesará considerar, por su simplicidad, la llamada base 
canónica fe;|?_,, donde e; = (0,...,1,...,0) con el uno en la posición 1. Así 
todo x= (11,-*-,t,) E IR” se puede representar en términos de la base 
canónica como 


n 
T= > Ti¡C;. 
i=1 


Habiéndo ya definido la estructura algebraica de /R” vamos a introducir 
la estructura geométrica de IR” a través del producto interno (o producto 
punto) 
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Definición 1.2 Dados x,y € IR”, se define el producto interno o punto de 
x ey como 


n 
i=1 
La siguiente proposición resume las propiedades básicas del producto interno. 


Su demostración es muy simple. 


Proposición 1.1 (Propiedades del producto interno) 

P1) Para todo x € IR” se tiene (2,1) > 0 y (2,2) = 0 sí y sólo sóx = 
0.(Positividad) 

P2) Para todo x,y,2 € IR” yA€ IR(Ax+y,z) = Ma, z)+ (y, z). (Linealidad) 
P3) Para todo x,y € IR” (x, y) = (y, 1). (Simetría). 


La noción de producto interno induce de manera natural la noción de norma 
o longitud de un vector. 


Definición 1.3 Se define la norma de un vector x € IR” como 
llx)] := yz -x 


La siguiente proposición establece una desigualdad entre producto interno y 
norma de vectores de IR”. Ella nos permite definir la noción de ángulo entre 
vectores de IR”, dejando en evidencia que el producto interno determina la 
geometría de /R”. 


Proposición 1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) 
lx - yl < llellllyll, Vx, y e aR”. 


Se tiene la igualdad sí y sólo sí x es múltiplo escalar de y o uno de ellos es 
0. 


Demostración: Sean x, y € IR” y sea t € IR. Entonces por las propiedades 
del producto interno tenemos que 


0< (2+ty,2+ty) = (2,1) + 2t(x, y) + ly, y). 


Si y = 0 entonces la desigualdad naturalmente vale. Si y 4% O entonces 
notamos que la expresión de arriba determina una función cuadrática que se 
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anula a lo más una vez en t € IR. Esto implica que el discriminante debe ser 
negativo o nulo, es decir, 


4(u, y — 4x, 0) (y, y) <0, 
de donde se obtiene la desigualdad deseada. Cuando x es múltiplo de y en- 
tonces claramente se tiene la igualdad. Queda de ejercicio probar la recíproca. 


La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite definir la noción de ángulo 
entre vectores. 


Definición 1.4 Dados x,y € IR” llamaremos ángulo entre x e y a: 


0 = arccos 
[-l11y! 


entendemos que 0 € [0,7]. 
Con esta definición podemos hablar de vectores ortogonales cuando el ángulo 


entre ellos es de 90%, es decir, cuando (x, y) =0. 
También vemos la validéz del Teorema del Coseno: 


[e — yl? = ll21F+ lvl? 2z, y) = (121 + yl — 2121 lIylIcosó. 
Cuando los vectores son ortogonales tenemos el Teorema de Pitágoras. 
Como ya dijimos, el producto interno induce la noción de norma, la que 


le da a IR” su carácter topológico, como ya veremos. Por el momento veamos 
las propiedades básicas de la norma. 


Proposición 1.3 (Propiedades de la norma) 

N1) Para todo x € IR” ||x[| > 0 y |x|] =0 sí y sólo séx =0. (Positividad) 
N2) Para todo x € IR”, 1 € IR [Mi || =|All|x[|. (Homogeneidad) 

N3) Para todo x, y € IR” lx + yl] < llul| + llyll (Desigualdad Triangular) 


Demostración: N1) y N2) son directas del las propiedades del producto 
interno y la definición de norma. 

La Desigualdad Triangular es una consecuencia de la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz. Para x,y € IR” tenemos 


2 
(0+y2+y)= lle +yl= (ell? +20, y) + llyl" < lll? +21Lellllgll + lll 


de donde se obtiene 


lle +yll? < (ell + [ly Ip”. 


Notación De ahora en adelante preferimos denotar el producto punto entre 
vectores x e y COMO 2 - Y. 
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1.2 Funciones con Valores en /R” 


Definición 1.5 Llamaremos a f función a valores en IR” si f: D CIR” > 
IR”. 


Observamos que el argumento de f es un vector x = (11,..., Ty) € IR” y que 
la imagen de x es un vector de IR”. Así f(x) = (f,(2),--- , fm(x)), donde las 
funciones f;: D C IR > IR para cada 1. Las funciones f; se conocen como 
funciones coordenadas. 

Para el estudio de las funciones de IR” a valores en IR”” vamos a desarrollar 
las herramientas del Cálculo Diferencial. Sin embargo, la posibilidad de 
dibujar en el caso de dimensiones pequeñas, es siempre algo muy útil. Más 
aún ahora que tenemos programas computacionales muy eficientes para esta 
tarea. Á continuación damos alguna terminología. 


Definición 1.6 Llamaremos grafo de una función f : D C IR” > IR” al 
conjunto: 


G(f) = [lz, f(x))/x € Dj. 


Notemos que G(f) C IR?+". Este se podrá dibujar cuando m=1yn=10 
n = 2. En el primer caso el grafo es una curva y en el segundo una superficie. 


Ejercicio 1.1 Dibuje el grafo de la función de dos variables definida por 
Fx, y) = ys = ye 


Definición 1.7 Cuando m = 1 y dado c € IR se define el Conjunto de Nivel 
c de la función f como 


NAf) = dr ED/f(x) =cj. 


En el caso en que n =2 y n= 3 el conjunto de nivel N.(f) se puede dibujar. 
Se le conoce como curva de nivel cuando n = 2 y superficie de nivel si n= 3. 


Ejercicio 1.2 Dibuje las superficies de nivel para la función de tres variables 
definida por f(x,y,z) = 1? +y?*-— 2. 


Ejercicio 1.3 1) Dibuje las curvas de nivel de la función f(x, y) = 1? — y?. 
Esta función se conoce como silla (silla de montar). 

2) Dibuje las curvas de nivel de la función f(x,y) = 2? — 3xy?. Esta 
función se conoce como Silla del Mono. ¿Podría decir porqué? 
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1.3 Límites y Continuidad 


La noción de límite y continuidad de funciones de /R” en IR” involucra el 
carácter topológico de estos espacios, inducido por la norma. 

En el estudio de la topología de IR”, un rol fundamental es jugado por 
las bolas abiertas. 


Definición 1.8 Dados xy € IR”, r € IR,, llamaremos bola abierta de centro 
en y y radio r al conjunto 


Blto,r)= dx ERP] lx — xol] < rj- 
Llamaremos bola cerrada de centro en xy y radio r al conjunto 


B(to,r) =fx E 1R"/ lx — xol] < r]. 


Definición 1.9 Diremos que AC IR” es un conjunto abierto si 


(Vxo € AJ(Ar > 0): Blzo,r) C A. 


Ejemplo 1.1 /R” y el conjunto vacío (), son conjuntos abiertos. Aún cuando 
IR” es obviamente abierto, el caso del conjunto vacío requiere una reflexión. 
SiN no es abierto entonces existe xy E l) para el cual B(xp,r)NIR” 4 0, para 
cada r > 0. Esto es absurdo pues no hay elementos en (). 


Ejemplo 1.2 El conjunto A =((x,y)/x > 1) es un conjunto abierto. En 
efecto, si (1,y) € A entonces B((x, y), 22) CA. 


Ejemplo 1.3 Si xy € IR yr >0 entonces B(xp,r) es un conjunto abierto. 
En efecto, six € B(xp,r) entonces B(x, (r—llx—xol1)/2) € Blxo,r). Usando 
la desigualdad triangular muestre la veracidad de esta última afirmación y 
haga un dibujo. 


Definición 1.10 Diremos que A C IR” es un conjunto cerrado si A“ es 
abierto. 


Observación 1.1 Notar que los conjuntos IR” y () son abiertos y cerrados. 
También notamos que hay conjuntos que no son abiertos ni cerrados. Ver 
ejemplo abajo. 
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Ejemplo 1.4 Sean A=(Z /ne IN) y B= AU(O). Entonces: 
¿JA no es cerrado. En efecto A* no es abierto, pues 0 € A* y: (Vr > 
0) B(0,r) Z A“. Lo anterior pues cualquiera sea r > 0 se tiene que 


E 1 
(3n € Nital que —<r, 
n 


es decir, h € B(0,r). 
“JA no es abierto pues 1 € A, pero (Vr > 0) Blzo,r) Z A. 
11i)B es cerrado y no es abierto. 


Como en el caso de /R uno puede definir sucesiones de vectores en /R”. 
Se trata de una funciones de IV > IR” tales que k > 2. Usualmente se 
considera la notación [tr Lremn- 


Definición 1.11 Una sucesión [trlren en IR” se dice convergente a x € 
IR” si: 


(Ve > 0)(3kp EV): lx — all <e (Vk > kg) 


En el caso que x € IR” converge a x anotamos tg —> 1 0 liMz30 Tp = T. 
Notamos que la condición ||1, — xl] < e es equivalente a 1, € B(x,e). 

Es interesante que uno puede caracterizar los conjuntos cerrado mediante 
el uso de sucesiones. En realidad uno podría describir completamente la 
topología de IR” usando sucesiones, pero no lo haremos. 


Proposición 1.4 AC IR” es cerrado sí y sólo sí : 
Para toda sucesión [IxYrem CA: ((1;4 >) > € A). 


Demostración:(=>) Supongamos que A es cerrado. Sea [tren EC A 
una sucesión cualquiera tal que lim,, 1 1, = 2. Queremos demostrar que 
x € A. Supongamos que no, es decir, que x € 4%. Como A es cerrado, existe 
e > 0 tal que B(x,e) € A“. Por otra parte, de la definición de límite, existe 
ko € IN tal que 1, € Blzx,e) para todo k > ko, lo que es imposible pues 
Tp E A. 

(<=) Para demostrar la recíproca probemos la contrarrecíproca. Es decir, 
si A no es cerrado entonces existe una sucesión (t4Jren C A que converge a 
yA. 

Como Á no es cerrado, A“ no es abierto, entonces existe un punto x € A” 
tal que 

Para todo e > 0 se tiene B(x,e)N 44 0. 
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Esta proposición nos permite construir una sucesión (1, C A de la siguiente 
manera: para cada k € IV tomamos e = ; entonces, como B(x,1/k)NA 4 0, 
podemos elegir 1, € B(xz, z) y 1, € A. Por definición esta sucesión converge 
a x, concluyendo la demostración pues x £ A. 

Continuando con nuestra discusión sobre la topología de /R” hacemos 
algunas nuevas definiciones. 


Definición 1.12 Sea AC IR”. Entonces: 

x E A se dice punto interior de A si (de >0): Blx,e) CA. 
x € IR” se dice punto adherente de A si (Ve >0): Blr,e)nNAH0. 
x E IR” se dice punto de acumulación de A si(Ve>0): (Bl, flrp)n 
AA. 
x E IR” se dice punto frontera de A si (Ve >0): B(r e] NANO AM 
B(x,e)N 4-4 0. 


Observamos que un punto adherente de A no necesita estar en A, así mismo 
un punto de acumulación y un punto frontera no necesitan estar en A. 


Definición 1.13 Dado A C IR” se definen los siguientes conjuntos: 
Interior de A: int(A) = lx € A/x es punto interior de A), 
Adherencia de A: adh(A) = [x € IR”/x es punto adherente de A), 
Derivado de A: der(A) = [1 € IR”/x es punto de acumulacion deA), 
Frontera de A: JA = Fr(A) =[x € IR"/x es punto frontera de A). 


Observación 1.2 int(4) C A y AC adh(A). 


Ejemplo 1.5 En IR sea A = [1,2)U [3]. Entonces: der(A) = [1,2], 
int(A) = (1,2), adh(A) = [1,2U (3) y OA = [1,2,3). 


Ejercicio 1.4 Demuestre que IR" X int(A) = adh (IR? X A). 


Ejercicio 1.5 Analice el interior, la adherencia, el derivado y la frontera de 
Ñ 3 1 a al 
A => U Blan ) 0), as U Bllz 0), 2) 


Se obtiene de las definiciones la siguiente proposición: 


Proposición 1.5 A es abierto sí y sólo sí A = int(A) y A es cerrado sí y 
sólo sí A= adh(A). 
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Ejercicio 1.6 Demuestre que x € adh(A) sí y sólo sí existe una sucesión 
Lig) CA tal que liso ly =1: 


Con este ejercicio terminamos esta breve introdución a la topología de IR” y 
estamos en condiciones de presentar la noción de límite de una función. 


Definición 1.14 Sea f: AC IR” > 1R” y xy € der(A). Entonces decimos 
que l es el límite de f cuando x va a ty y escribimos liMy- yq. f(x) =1 si 


(Ve > 0) 35 >0): (0<llx— zo] <8)A(r € A) > fa) 0 <e. 


Observación 1.3 En la anterior definición pedimos que ty E der(A) para 
que siempre haya puntos cerca de xp. 


A continuación desarrollaremos dos ejemplos en los cuales debemos efectiva- 
mente demostrar el valor de un cierto límite. Para ello es necesario dar una 
receta o fórmula que permita determinar ó dado e. 


Ejemplo 1.6 Demuestre usando la definición que 


lim (12-1)=0. 
(2,1) >(1,1) 


En primer lugar vemos que a partir de 
II(v, y) = (1,1) <0 
se puede deducir directamente que 
lr=1|<S y ly—1|<06 y entonces [r—1]|<9 y ll <ó+1. (x) 
Por otro lado 
(Ax) 1] =|2? 1] = jo — la +11. (+x) 
Así, dado e > O podemos elegir 4 > O de modo que 
(9 +1) < e. 


Entonces, si ||((x, y) — (1,1) |] < Í, tenemos (*), y entonces obtenemos de (**) 
que 


Ho) —1| <ó(8+1) <e. 


El ejemplo anterior es bastante simple. La dificultad puede aumentar 
cuando la función f es más complicada, por ejemplo si es un cuociente. 
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Ejemplo 1.7 Demuestre usando la definición que 


2 
lim = 4. 
(2,y>Q,1) T— Y 


Partimos como en el ejemplo anterior viendo que si 
Iv, y) = (1,1) |< 
entonces se tiene directamente que 
[lr=21<8 y ly=1|<ó. (x) 
Por otro lado, un desarrollo algebraico simple nos lleva a lo siguiente 


2 2 2 
o o PAE PEPA (+x) 
Y lx — y] la — y] 

Observamos aquí dos hechos relevantes. Primero, en el numerador tenemos 
una expresión que depende esencialmente de |x — 2| y |y — 1|, cantidades 
controladas por d, según(*). Segundo, en el denominador tenemos |x — y]l, 
que es una cantidad que podría anularse si uno no es cuidadoso. 

Para tratar este último término procedemos en una primera etapa en- 
contrando un valor 0, intermedio, que si bien no nos permitirá acotar por 
e nos permitirá controlar |x — y]. El denominador no se anula en (2,1), de 
aquí vemos que si elegimos 4, = 1/4, por ejemplo, entonces de (*) podemos 
concluir que 


1 
la =yl> >: (kx x) 


Suponiendo entonces que (***) se tiene, obtenemos de (*) y (**) que 
[CA A 
[1 — y 


De aquí, usando nuevamente (*) podemos acotar mejor 


f(x) — 1] = < 2l(x — 2) — 4(y— 11. 


1 
f(x) — 1] < lx — 2] + 8ly — 1] < 8(]x — 2] + ly — 11). 
2 


Entonces, dado e > 0, podemos elegir d2 = 7. Pero debemos asegurarnos que 

los argumentos anteriores sean siempre válidos y eso lo logramos si elegimos 
ES ; 1: E E 

9 = Min4z, 35) y se tendrá que 


2 

TI 
= (2,11 <9 >|] -—4|<e. 
Ie, y) — (, 1) ly (e 
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Ejemplo 1.8 Demostrar que 


2,2 
ee senla? + y?) 


=1. 
(24)>(00)  12+y? 


Del curso de Cálculo sabemos que 
sena 


lim 


a>0 Q 


La 


Entonces, dado e > O existe 01 > 0 tal que 


sena 
[a] < 0, => | 


=1|<e, 

Q 

Elijamos ahora 4 = y9,. Entonces ||(x, y) —(0,0)|] < $ implica que |12+y?| < 

01 y entonces 

sen(x* + y?) 
Eye 


= 11 E 


Observación 1.4 Notamos que una manera equivalente de escribir la no- 
ción de límite es la siguiente: para toda bola abierta B(l,e) existe una bola 
abierta B(xp,0) tal que 


x € (Blzo,0) A x0)) NA = f(x) € Bl, E) 
o equivalentemente 
FUBlzo, 9) [xo0+) NA) C Bl, e). 


Ahora vamos a desarrollar el concepto de límite estudiando sus principales 
propiedades. En toda esta sección hacemos notar la analogía que se tiene 
con el curso de Cálculo, donde se estudio el concepto de límite y continuidad 
para funciones de una variable real. Es sorprendente que la mayoría de las 
proposiciones que veremos a continuación tienen una demostración que se 
obtiene de la análoga de Cálculo reemplazando | - | por || - ||. 


Proposición 1.6 (Unicidad del Límite) Sea f : AC IR” > IR” y xy € 
der(A). Si 
fa e A 


T>LO0 T>L0 


Entonces li = lo. 
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Demostración: Por hipótesis, dado £ > O existen números 0, >0 y d2 >0 
tales que 


[O< lle=x0l| <óé A € A] => U|f(t2) —= 1] <e, 


[O < llx— roll <d2z A xE€ A] => || f(x) — dal] < e- 


Entonces, si [lu — xo|| < Minfó1, 02) se tendrá que 


[la —la]| < (e) = 4) = (He) — lol] < I[f (e) — All + ([f (2) — del] <2e. 


Como e puede ser arbitrariamente pequeño, debemos tener que l; = la. 

La siguiente proposición es muy útil para estudiar la existencia de un de- 
terminado límite. Se usa principalmente para mostrar que una cierta función 
no tiene límite 


Proposición 1.7 Sea f: AC IR” > 1R y xy € der(A) tal que 


lim Fe) ==. 


T>L0 
Entonces para todo BC A tal que ty E der(B) se tiene que 


lim fIg(x) =1. 


T>LO0 


Demostración: Ejercicio. 
La contrarrecíproca nos da el siguiente corolario 


Corolario 1.1 Sea f: AC IR” > IR”, xy € der(A) y Bi,B2 C A, de 
manera que xy € der(B,) N der(B3). Si uno de los límites 


hate fa, (x) 0 Pa fp, (x) 


no existe o st 
lim fl, (x) A lim fr, (x) 
>XL0 


T>XY0 


entonces el límite 
lim Fla): =1 


T>LO0 


no existe. 
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Ejemplo 1.9 Se trata de estudiar el siguiente límite 


. x 
lim A 
(2,y)>(0,0) T + Y 


Notemos en primer lugar que f(0,0) no está definida, sin embargo esto no 
tiene importancia alguna. Lo que sí importa es que (0,0) € der (IRA L(0, 0))). 
Si consideramos los conjuntos A = ((0,y)/y 4 0) y B = ([(x,0)/1 % 0) 
entonces tenemos que 


lim ay=.0 lim Eur=l 
A Y y Ary) 


Concluimos entonces que el límite bajo estudio no existe, en virtud del 
corolario. 


Ejercicio 1.7 Estudiar la existencia del siguiente límite: 
xy? 
im —. 
(20,0) 1? + y? 


Ejercicio 1.8 Estudiar la existencia del siguiente límite de f cuando (zx, y) 
tiende a (0,0) y donde f está definida por 
|x| 


Hexp-H si 
23 XP 2 siyÍ0 
fe,y)=3! d 

0 sy =0. 


Observación 1.5 £n los ejemplos anteriores hemos considerado solamente 
funciones a valores reales, es decir, con espacio de llegada IR. Esto queda 
justificado en la siguiente proposición. 


Proposición 1.8 Sea f: AC IR” > IR”. Entonces: 


aa Hd sí y sólo sí (Vi=1,-=-m) lim fi(e)= di. 


T>TO T>LO0 


Aquí f; es la 1-ésima función coordenada y l; is la i-ésima coordenada de l. 


Demostración:(=) Dado e€ > 0, por hipótesis existe 0, > 0 tal que 0 < 
llz— zoll < $, y x € A implica que |f. (2) — ll < e/y4/m, para cualquier 
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¿i= 1,2,...,m. Entonces, si elegimos ó = minfó1,...,Óm). tenemos que si 
0 < llx— xol| <ó y x € A implica 


il) <m. ==é, 


i=1 


de donde [| f(x) —1|| < e. 
El siguiente teorema resume varias propiedades importantes de los límites. 


Teorema 1.1 Sean f,g: AC IR” > IR”, xy E der(A), b,d € IR” y c € IR. 
Entonces: 
DU. PR=0 implica lim, ef) =. cl 
2) liMy-32 f(1) =b y liM¿ 32, 9(1) = d implica 
1) limy-+29 (S (1) + 9(2)) =b+d, 
10) limi Je) gla) =b-d. 
3)m=1 y lime f (1) =b 4 0, implica 
li ] 
oo Fa y 
Demostración: Haremos la demostración de 2) ii). La propiedad 3) queda 
de ejercicio. 
Usando la desigualdad triangular y la de Cauchy-Schwarz obtenemos di- 
rectamente 


f(x) - (g(e) = d) + d- (f(x) — b)| 
14651 lote) = dll + al] ([fe) — o]. 


f(x) - gl) =b- dl 


PA 


Usando la hipótesis, dado ¿€ > O tenemos que existe 9 > O tal que x € A y 
0 < llw — xo] < 4 implica que 


f(x) =dll<e y lg(x) = dl] < e. 
Notamos que de aquí se deduce que || f(x)|| < e + ||b]]. Por lo tanto 


f(x) - gl) —b- dl < (e +I|o1] + lldlDe, 


completando la demostración. 
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Observación 1.6 En rigor, en la demostración anterior falta un paso, el 
cual se puede siempre omitir cuando hay experiencia: 

Dado e > 0 elegimos dr > 0 tal que (o + ||| + lldll)o < e. Con este valor 
de dr > 0 invocamos la hipótesis para elegir 4 > O de modo que x € A y 
0 < lx — ol] < d implica que 


fte) =01| <<: 9 latar dll <a: 


Continuidad de funciones de /R” en /R” 
Ahora que hemos estudiado el concepto de límite estamos preparados 
para introducir el concepto de continuidad de una función. 


Definición 1.15 Sea f : AC IR” > IR” y sea xy € A. Decimos que f es 
continua en Log st: 


(VWe>0(48>0):[1r8 4 A lr=uwl<ó => If) -— fzxo)ll <e 


o equivalentemente 


(Ve > 035 > 0) : F(Bleo,0)N A) € Blf (zp), e). 


Observación 1.7 Si xy € A es un punto aislado de A, es decir, xy € AÑ 
der(A) entonces f es obviamente continua en to. 

Si zp E der(A) entonces f es continua en xy sí y sólo sí 

eo f(x) = f (co). 

Como consecuencia de la observación anterior y de la Proposición 1.8 se 
tiene que f : AC /R” > IR” es continua en zo € A sí y sólo sí f; es continua 
en %p, para todo 1= 1,--- ,m. 

Como consecuencia del Teorema 1.1 tenemos también el siguiente resul- 
tado sobre funciones continuas. 


Teorema 1.2 Sean f,g: ACIR” > IR”, xy EA yc E 1R. Entonces: 
1) f es continua en ty implica cf es continua en Zo. 
2) f y g son continuas en xy implica 
1) f +9 es continua en Zo, 
11) f - yg es continua en Zo, 
3) m=1, f es continua en xo y f(10) 4 0 implica 
Zo. 


— 


es continua en 
Fx) 
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Ejemplo 1.10 La función f(1, y) = (5 1+9, ysenz) es continua en todo 
punto de IR?, 

En efecto, sus tres componentes son continuas en todo /R?: 

iS Ea lo es pues f(x) = 2? lo es, al igual que g(y) = 1+y? la cual 
además no se anula. Entonces, por el teorema anterior 0 = o también 
es continua, y nuevamente por el teorema anterior vo, es continua. 

fa(t, y) = 1 + y es evidentemente continua pues f(x) =x e g(y) = y son 
continuas y la suma de continuas es continua por el teorema anterior. 

fx(1) = senz es continua, g(y) = y también lo es, luego por el teorema 
anterior ysenx es continua. 

La idea es que con la ayuda del Teorema anterior podamos determinar 
por inspección cuando una función es continua, por ser una combinación de 
funciones continuas conocidas. 


En la linea del Teorema 1.2, tenemos el teorema de la composición de 
funciones continuas. 


Teorema 1.3 Sean f : AC IR” > IR” yg: BC 1R” => IR? tales que 
F(A) E B. Si f es continua en xy € A y g es continua en f(xp) € B 
entonces go f es continua en Zo. 


Demostración: Sea e > 0. Como g es continua en f(xp) existe 4 > 0 tal 
que: 
yeB, ly=fiQl<ó => lgly)— g(fxo))Il < e. 
Por otro lado, de la continuidad de f en xy sabemos que existe d' > 0 tal 
que: 
TEA, lx-uwl<S => f(x) — f(xo)l| < 6. 


Juntando estas dos proposiciones y tomando y = f(1) se tiene que existe 
0' > 0 tal que 


EA, le=woll<8% => f(r)EB, If) feo)ll <d 
> ls(f() — a(£(20))l| < e. 


Es decir: 


[rm ll <" => Igo fla)= go flo) ll <e. 


Ejemplo 1.11 f(x,y,z,t) = sen(t(1? + y? + 2?)) es continua en todo punto 
de IR!. 
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Definición 1.16 Diremos que A C IR” es una vecindad de xy E IR” si 
1 E A y Á es abierto. 


La siguiente proposición da una caracterización de la continuidad en términos 
de vecindades. Notar que la bola abierta B(x,r) es una vecindad de x. 


Proposición 1.9 f: AC IR” > IR” es continua en xy € IR” sí y sólo sí 
para toda vecindad U CIR” de f(xp) existe una vecindad V C IR”) de xp tal 
que F(VN A) CU. 


Demostración: (>) Sea U una vecindad de f(x0). Entonces existe e > 0 
tal que B(f(x0),8) C U. Usando ahora la continuidad de f en xp, para este 
e > 0 existe 4 > 0 tal que 


llz=xol| <ó y zeA=>| f(x) — fxo)l| < e. 


Es decir 
xEeBlt00) y E 4=> f(x) € B(f(x0), €)- 


Si definimos V = B(xp,09), que es una vecindad de xp, obtenemos de aquí 
que 
F(Blz0,0) NA) =f(VnN A) cU. 


(<=) Esta implicación queda de ejercicio. 


Definición 1.17 Decimos que una función f : AC IR” > IR” es continua 
en A si f es continua en todo punto de A. 


Ejercicio 1.9 Demuestre la siguiente caracterización de funciones continuas 
en A: 

f es continua en A sí y sólo sí la preimagen de todo abierto de IR” es la 
intersección de A con un abierto de IR”. 


1.4 Diferenciabilidad de funciones de /R” a 
IR”. 


Consideremos f : AC IR” > AR y x= (51,*** ,tj,*** Tn) € A, donde el 
conjunto A se supone abierto. Para 1 < ¿ < n fijo, definimos la función de 
IR en IR 

h> Ha + he;), 
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donde ej es el elemento j-ésimo de la base canónica. Notamos que x + he; = 
(21,1, h +25, %j41,*** , Un) A esta función, siendo de IR en IR, le 
podemos aplicar la teoría de diferenciabilidad desarrollada en el curso de 
Cálculo. 


Definición 1.18 Llamaremos derivada parcial de f com respecto a xj; en 
x E lR” a 


si dicho límite existe. Cuando la derivada parcial de f com respecto a x; 
existe en todo punto de A, entonces ella define una función 

0) 

Op : ACAR” > AR. 

02; 
Observación 1.8 Notemos que, como una derivada parcial es una derivada 
de una función de IR en IR, uno puede usar todas las reglas de derivación 
estudiadas en Cálculo. 


Ejemplo 1.12 Calcular la derivada parcial de la función f con respecto a 
zx para f(x,y) = 2*y + sen(xy). Haciendo uso de la observación anterior 
tendremos que 
0) 
— (2) = 4xa%y + cosíx 
(e) y (2y)y 
Ejemplo 1.13 Calcular la derivada parcial de la función f con respecto a x 


para f(x, y) = ETT Para esto notamos que si (1, y) 4 (0,0) entonces 


Of y 


e R 


Si definimos f(0,0) =0 entonces podemos calcular también la derivada par- 
cial de f con respecto a x en (0,0). Aquí usamos la definición 


En la noción de diferenciabilidad hay dos aspectos a considerar: el aspec- 
to analítico y el aspecto geométrico. Parece tentador definir una función 
diferenciable en un punto como una función que posee todas sus derivadas 
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parciales en dicho punto. Sin embargo esta condición no es suficiente para 
producir una buena definición, pues nos gustaría que al menos se cumplan 
las siguientes propiedades: 
1) Si f es diferenciable en un punto entonces es posible definir un plano 
tangente al grafo de la función en dicho punto. Este es el criterio geométrico. 
2) La composición de funciones diferenciables es diferenciable. Este sería 
un criterio analítico. 


Ejemplo 1.14 £l siguiente ejempo ilustra las ideas anteriores. Considere- 
mos la función definida por f(x, y) = 23y?. Calculando las derivadas par- 
ciales por definición obtenemos que estas existen y son 

of of 

de (0-0= 9 (0,0)= 0: 
Uno esperaría que el plano tangente a la función f en el punto (0,0,0) es- 
tuviera dado por la ecuación z = 0, para ser consecuentes con el valor de las 
derivadas parciales de f en el (0,0). Sin embargo, este plano no puede ser 
tangente al grafo de la función en (0,0), pues sobre la recta y = x el grafo 
de f tiene pendiente infinita en el origen. 

Por otro lado, yg : IR > IR? definida por g(x) = (1,1) es diferenciable en 

cero con g¡(0) = g2(0) = 1, pero fo g(x) = 13 no es difernciable en 0. 


Concluimos de este ejemplo que la noción de diferenciabilidad debe involucrar 
algo más que la sola existencia de las derivadas parciales en el punto. 

Veamos ahora el aspecto geométrico en IR? para motivar la definición 
en general. Supongamos que queremos ajustar un plano tangente al grafo 
de f : IR? > 1R en el punto (20, Yo, F(2o, Yo)) € G(f). Es decir queremos 
encontrar un plano en /R% que pase por el punto y que tenga la misma 
inclinación que el grafo de f en el punto. Para esto consideremos un plano 
genérico 2 = a + bx + cy y deduzcamos de las condiciones que mencionamos 
antes el valor de las constantes a,b y c. En primer lugar queremos que 
(Zo, Yo, 20) pertenezca al plano tangente, entonces 


F (Zo, Yo) = 20 = 04 + bxo + CYo- 
Fijando la variable xy se debería tener que las recta 2 = a + bxo + cy debe 
ser tangente al grafo de z = f(to, y) en el punto Yo. Esto implica que 
of 


Sy Co, Yo) =b. 
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De manera análoga 


is 
Oy Lo, Yo) — C- 


Es decir, el plano buscado es 
0) 0) 
2= f(t0, Yo) + ÓN Yo) (x — Lo) + Gto Yo) Y — Yo). 


Definición 1.19 Sea f: AC IR? > IR, A abierto y (10, Yo) € A. Decimos 
que f es diferenciable en (to, Yo) si: 
1) Existen las derivadas parciales Lío, Yo) Y (Lo, Yo), Y 


a tim (09) Feos 1o) — dle, vo)(r — 20) — agloo voy — 10) _, 


(2,9) (20,40) [[Ge, y) — (xo, Yo) || 


Intuitivamente estamos pidiendo a f, para que sea diferenciable, que su grafo 

y el plano tangente al grafo en el punto estén muy cerca, tan cerca que incluso 

al dividir su distancia por ||(x, y) — (Zo, Yo)|| la fracción todavía es pequená. 
Vamos ahora al caso general: 


Definición 1.20 Sea f: AC IR” > IR”, A abierto y xy € A. Entonces, 
si todas las derivadas parciales de todas las funciones coordenadas existen en 
Zo, podemos definir una matriz Df(x0) € Mmxn(1R) como 


Esta matriz se conoce como matriz Jacobiana o Diferencial de f en xo. 


Ejercicio 1.10 Encuentre la matriz Jacobiana de la función definida por 
Fx, y) = (ze”, 2? + ycos(x + y), tanh(xy)). 


Definición 1.21 Sea f: AC IR” > IR”, A abierto y xy € A. Decimos que 
f es diferenciable en xy si 


1) Para todo4.=1,++=,mYy para todo 4 = Len Of 


" 02; 


(xo) existe y 


a son LL£(2) — 420) — DE(2o)a 20) 


a [ax — zol| 
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Observación 1.9 Usualmente la condición 2) se escribe de manera equiva- 


lente como 

sn [| (2o + A) — £(20) — DF(o)Al| 

130 [1A]] 
Observación 1.10 En vista de la Proposición 1.8 tenemos que una función 
f: AC IR” > IR” es daiferenciable en xy € A sí y sólo sí cada una de las 
funciones componentes f¡: A C IR” => IR es diferenciable en xy E A. 


0. 


Observación 1.11 Notamos que la diferenciabilidad tiene que ver con la 
posibilidad de aproximar la función f(x) por una función lineal afín L(x) = 
Fito) + Df(zo) lx — to) cerca de xp. En ocasiones L se llama aproximación 
de primer orden de f en xy. Como ya vimos en el caso den=2ym=1, 
lo anterior se interpreta geométricamente como la posibilidad de ajustar el 
plano tangente al grafo de f en xo. 


Ejemplo 1.15 Encuentre el plano tangente al grafo de f(x, y) = 1? +y? en 
el punto (1,1). Calculamos las derivadas parciales en (1,1) 


Of Of 
21D =2009=2 y  ¿¡(1D=?2%la =2 


Entonces el plano tangente tiene por ecuación 
2=24+2x — 1) + 2y — 1), 

es decir 

A A RI E 
Aproximación de primer orden 

Si f : AC IR” > IR” es una función diferenciable en xy € A. Entonces 
la función lineal afín 
L(h) = f(xo) + Dfzo)h 

es una aproximación de la función f(1o+h) cerca de h =0. No sólo f(t0+h) 
y L(h) = f(t0) + Df(zo)h son muy parecidas, sino que además 

Fízo +h) — L(h) 

1/1] 

es también muy pequeño para h pequeño, En el caso m = 1 y n= 2 tenemos 
que 


L(h) = L(ha, ha) = F (xo, Yo) E o, o) El 7 (os Yo) la 


aproxima a f al primer orden cerca de (xo, Yo). 


1.4. DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES DE IRY A IRY, 23 


Ejemplo 1.16 Encuentre una aproximación de primer orden para la función 
f: IR? AR definida por f(x, y) = xcos(y) + e*%, cerca del punto (xo, Yo) = 


flor 
Tenemos f(1,7) =-—1+e” y 
Of of 
HL lm=-1+7e" Hr =e. 
Ta ,T) + re y Ta ,T)=e 


Así la aproximación de primer order es 


fl+arn+bo—1+e"+(-1+re7)a +e*b. 


Observación 1.12 En general, los vectores de IR” deberían considerarse 
como vectores columna. De esta manera la matrix Jacobiana y el producto 
Df(xo)h, h € IR” tiene sentido. Sin embargo, cuando esto no lleve a con- 
fusión, muchas veces escribiremos los vectores de IR” como vectores filas, por 
economía notacional. 


Gradiente de una función. 
La matriz Jacobiana de una función de /R” en IR es una matriz de l xn 


E E as 


0x1 Oo dd, 


Df(zo) =| 


Es costumbre identificar esta matriz con un vector de IR” llamado gradiente 
de f en xo. Así 
of 


Vf(z20) = (5 -(o), ¡das an Lo))'. 


Con esta notación la aproximación lineal tiene la siguiente forma 
L(x) = fo) + Vf (ro) (1 xo). 


Relación entre continuidad y diferenciabilidad 

A continuación abordamos la relación entre continuidad y diferenciabili- 
dad. Al igual que en el caso de las funciones de una variable, la diferencia- 
bilidad es un concepto más fuerte que el de continuidad, en el sentido que, 
toda función diferenciable en un punto es también continua en dicho punto. 
Pero la relación no termina allí. Si bien la mera existencia de las derivadas 
parciales de una función en un punto no garantiza su diferenciabilidad, en el 
caso que esas derivadas parciales existen y son continuas en una vecindad de 
dicho punto entonces sí hay diferenciabilidad de la función. 
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Comencemos extendiendo la desigualdad de Cauchy-Schwarz al producto 
de una matriz por un vector. Sea A una matriz en Mnxn(1R) y x € IR”. 
Entonces, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos 


(4? = aya? < Y Da ais 2 - 
i=1 ¿j=1 i=1 ¿j=1 = i=1 j=1 
Esta desigualdad sugiere definir la norma de una matriz A € Min xn (1R) como 


mon 
2 
220% 


i=1 j=1 


Al] = 


Podemos resumir esto en la siguiente proposición 
Proposición 1.10 S% A € Mmxn(1R) y x € IR” entonces 
4e]] < 1A]] If l]. 
Ejercicio 1.11 Sea f : IR” > IR” definida por f(1) = a + Az, donde 
a € IR” y A € Mmxn(1R). Demuestre que 


1) f es continua en IR”. 
2) f es diferenciable en todo x y Df(x) = A 


Teorema 1.4 Sea f: AC IR” > IR” y xy € A. Entonces 
f es diferenciable en xy implica fees continua en to. 


Demostración: Si f es diferenciable en xy entonces existe la matriz Jaco- 
biana de f en xp y 


son 102) — fo) — Doo) — a)! 


=-(); 
0 [= zo] 


Así dado e > 0, existe 0 > 0 tal que si [lx — xo|| < 0 entonces: 


Fx) — Flzo) — Df (zo) (x — xo) l| < ellz — zol!. 
Entonces, usando la desigualdad triangular y la Proposición 1.10, obtenemos 
f(x) — Axo)l| < ellz — zoll + (1D F(zo)(x — zo) l| < le + 11D f(x0)11)llx — xoll 
De esta manera, si elegimos 9, = minfó, e/(< + |Df(x0)[1)) obtenemos 
[|[x — zoll <ó = I|f(x) — F(zo)l| < e, 


es decir, f es continua en Xp 
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Corolario 1.2 Si f es diferenciable en xy entonces existen 9 y K tales que 
lx — zo] <0 implica [| f(x) — f(xo)!] < Kllz — zoll. 


Demostración: Basta tomar e = 1 y K =1+||Df(x0)[| en la demostración 
del teorema. 

Retomaremos esta propiedad cuando veamos más adelante el Teorema 
del Valor Medio. 

Continuando con la relacion entre diferenciabilidad y continuidad consid- 
eremos una función f : AC IR” > IR” y xy € A. Supongamos que las 
derivadas parciales de f existen no sólo en xp sino que en una vecindad de 
V CA de zo. Entonces estas definen funciones 

of; 


ofi :V>iIR- tal que A 


Lg 9 


El siguiente teorema nos dá una condición suficiente para que una función f 
sea diferenciable en zo. 


Teorema 1.5 Sea f: AC IR” > IR” tal que sus derivadas parciales existen 
en una vecindad de xy y son continuas en xy. Entonces f es diferenciable en 
Zo- 


Demostración: En vista de la Observación 1.10, basta demostrar el teorema 
para m = 1. La demostración en el caso general para n es análoga al caso 
n = 2. Nosotros haremos sólo el caso n = 2 y dejamos el caso general al 
lector. Nuestra demostración se basa en el Teorema del Valor Medio para 
funciones de una variable, el que recordamos a continuación: 


Teorema 1.6 (Teorema de Valor Medio en IR) Sea g : [a,b] > IR una 
función continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe c € (a,b) tal 
que 

g(b) — g(a) = g'(e)(b— a). 


Consideremos 


F zo +h) — fx0) = 
For + hi, 202 + ha) — f (201 + hi, 202) + $ (201 + ha, 202) — f(xo1, Lo2)- 


Fijemos to1 +h1 y supongamos que hz > 0. Definamos la función g : [0, ha] —> 
IR como g(s) = f(201 + h1, Zo2 + 5). Como la derivada parcial con respecto 
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ya y existe en una vecindad de xp, si h es pequeño, la función g es derivable 
en [0,h>]. Entonces, aplicando el teorema del valor medio a y existe cz € 
[To2, Zoz + ha] tal que 


10) 
F (Lor + h1, Loz + ha) — f(Lo1 + hr, Lo2) = Eos + h1, Lo + Ca). 
2 


Si ha < 0 entonces se define g en [ha,0] y se procede de manera análoga. 
Notemos que en cualquier caso |c2| < [ha] < ||h].. 

Por el mismo argumento, fijando ahora 22 se tendrá que existe c, talque 
[c1] < [ha] < [/A]] y 


F(Xor + h1, 202) — F(to1, 202) = —[Zo1 + C1, Log). 


Ox: 


Y así, si anotamos 71 = (201 + h1, Loz + C1) y Za = (Yo01 +C1, To2) tenemos 


y de aquí 

e A A = o 
= La) a a ol as Lg 52) di a, Folha. (+) 
Usemos ahora la continuidad de las derivadas parciales en xp. Dado e > 0 


existe 91 > 0 tal que 


€: 
E ó dea e 7 ps 
ln oll <ó > (7712) = 7 (20)|< G 


y existe 02 > O tal que 


of 


= 02 ==) == 

loo] < 0 > 15£(0) 

Eligiendo 4 = minfó1, 02), si ||h|| < 9 entonces para j = 1,2, 
[7 — zoll = les] < |h,1 < [AI] <ó 


y así 
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Reemplazando esta última igualdad en la ecuación (*) y usando la desigual- 
dad de Cauchy-Schwarz se obtiene 


[f(zo + h) — f(x0) — Df(z0)h| 


(¿Ly -¿Lim)) + (¿Lc ¿Ltoo)) 


de donde 


2 2 
[fro +h) — $ (20) — DI(e0)h] < 1/5 + Ihl| =ella. 


Definición 1.22 f : AC IR” — IR” se dice de clase C! en xp EA si f es 
diferenciable en xo y todas las derivadas parciales de f son continuas en to. 


Definición 1.23 f : AC IR” > IR” se dice diferenciable en A si f es 
diferenciable en cada punto de A. f se dice de clase C!* en A si f y todas sus 
derivadas parciales son continuas en A. 


Ejemplo 1.17 f(x,y) = pal es diferenciable en cada punto (x,y) 4 
(0,0) pues a y en existen y son continuas en cualquier punto distinto del 


IN 


Ejemplo 1.18 Las derivadas parciales de la función f(x,y) = Py!” es- 
tudiada anteriormente no estan definidas en una vecindad del origen, menos 
pueden ser continuas. 


Ejercicio 1.12 Considere la función definida por 


Ñ E si (1,y) H (0,0) 
fx, y) = li si (x, y) = (0, 0). 


1) Muestre que f es continua en (0, 0). 

11) Calcule las derivadas parciales con respecto a x e y en todo punto del 
plano. 

111) ¿Es f diferenciable en (0, 0) ? 

iw) ¿Son continuas las derivadas parciales en (0, 0)? 

v) ¿Es f diferenciable en (x,y) 4 (0,0)? 
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Ejercicio 1.13 Según los últimos teoremas vistos tenemos las siguientes im- 
plicaciones: 

Derivadas parciales continuas en tp > f diferenciable en xy > f es continua 
en tp. Además 

f diferenciable en xy => existen todas las derivadas parciales en Zo. 
Encontrar ejemplos donde se muestra que las recíprocas de estas ¿implica- 
ciones son falsas. 


Volvemos ahora a la idea de aproximación que lleva el concepto de difer- 
enciabilidad. Vimos que si f es diferenciable en un punto zp entonces la 
función lineal afín Lh = f(to) + Df(x0)h aproxima a f en primer orden. 
Nos interesa ahora la recíproca. 


Teorema 1.7 Sea f : AC IR” > IR” una función continua en 1y € Á 
y L una función lineal afín, Lh = a+ Bh con a € IR” y B € Mmxn(1R). 
Supongamos que 

=L 
im LR 


h=>0 
Entonces a = f(t0) y B= Df(xz0) y f es diferenciable en xo. 
Demostración: Por hipótesis 


san (20 +4) — 2h) 


0 
h>0 [1A]] 


entonces se tiene en particular que 
lim f(20 +h) —0a— Bh=0. 
h=>0 


Como f es continua en zp, esto implica que f(2p) = a. 
Por otra parte, eligiendo 1 < ¿ < n, tenemos de la hipótesis que 


sn Ino + tes) — F(20) — Btesll _, 
+20 [[tes!| 
es decir, 
id ate) Ao) 
t>0 t 


Así, las derivadas parciales de las funciones coordenadas con respecto a 2; 
existen y son iguales a la columna j-ésima de B. De aquí B = Df(xp). En 
vista de la hipótesis nuevamente, tenemos que f es diferenciable en zo. 
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Observación 1.13 Este teorema dice que cuando existe una aproximación 
lineal de primer orden entonces hay una sola. Es un teorema de unicidad. 
Por otra parte este teorema es muy útil para demostrar la diferenciabilidad de 
una cierta función. La idea es que uno tiene una matriz B que es candidata 
a ser la matrix Jacobiana de f. Con dicha matriz uno demuestra (*). y 
concluye la diferenciabilidad. 


El siguiente es un teorema que permite combinar funciones diferenciables. 


Teorema 1.8 Sean f,g: ACIR” => IR”, xy EA y eE AR. 
1) f es diferenciable en xy implica cf es diferenciable en to y 


D(cf)xo) = cDf (xo), 


2) f y g son diferenciables en xy implica 
1) f +9 es diferenciable en xo y 


D(f +9)(z0) = Df (zo) + Dglxo), 


11) f - y es diferenciable en xo y 


D(f-9)z0) = glo) Df (zo) + Fzo) Dylzo), 
3)m=1, f es diferenciable en xo y f(x0) 4 0 implica O] es diferenciable 


en Zo Y 
DEN _ _Pftto) 
/ f (xo)? 
Demostración: Sólo indicaremos brevemente como se demuestra 2) ii), el 
resto queda de ejercicio. Consideramos 


f-glxo+h) =$ -gl[zo0) — [glxo) Df (zo) + f(x0) Dglxo)]h 
(Hizo +h) — f(2o0) — Df (xo)h) - g(zo +h) 

+f(x0) - (g(zo + h) — glzo) — Dalzo)h) 

+Df(z0)h - (glzo + h) — g(zo)). 


Usando las desigualdades triangular y de Cauchy-Schwarz obtenemos de aquí 


PAN 


Al < loo + EP) (20) — DÍtro)hll 
[Al] ; a , 
fe y Leo») — gro) — Dotao)l 
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+llg(xo + h) = glo) MDF (zo)! 


De aquí se sigue la diferenciabilidad. Notar que estamos usando el Teorema 
LE 


Teorema 1.9 (Regla de la Cadena) Sean f : AC IR” => IR” yg: BC 
IR” > IR? tales que f es diferenciable en xy € A y y diferenciable en f(xp) € 
B. Entonces go f : AC IR” > IR? es diferenciable en to Y 


D(f o g)(xo) = Dy(Fzo)) Df (xo). 
Demostración: Si escribimos 
A(h) = g(f zo + h)) — g(flxo)) — Dal flxo)) Df (xo), 
entonces, gracias al Teorema 1.7 basta demostrar que 


ca DAGOI 
n>0  ||hl| 


De la desigualdad triangular y de Cauchy-Schwarz tenemos que 


¡AMI < lg(f(zo +)) — g(fzo)) — Pg Hizo) zo + h) — f(zo))l 
+ Dg(f (zo)! IF zo +A) = f(x0) — DF (xo0)h)ll. 


Por otro lado, como f es diferenciable en xo, dado e > 0 existe 9, > 0 tal que 


[IhI < 6, = [|f(zo +») — (20) — Df(20)hl| < a dl 


211Dg(f (zo)! 
y de aquí también obtenemos que existe K > 0 tal que 
[A] <d1 => [[f(xo +A) — Fxo)I| < KI|Al!. 


Usando la deferenciabilidad de y en f(xp) encontramos que existe d2 > 0 tal 
que: 


11] <d2 > llg(fzo) +1) — g(Hco)) — Dy( Fo U| < Sc 


Luego, escogiendo 4 = minf[d,, 2), si [|h]] < 8 y considerando l = f(20 + 
h) — f(x0) se tendremos 


9 (Fo + h)) = g(Hzo)) = Dal Ho) (fzo + h) = Feo) 
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A 


€ 
5 AA ER *) — f(20)| 
Kn = ll. 


IA 


Y por lo tanto 
pa 
PO 
1/1] 
La demostración requiere que ||Dg(f(x0)) || > 0. Indicar cómo hacerlo cuando 
es cero. 


[Al] <éS => 


Ejemplo 1.19 (Caso Particular) Sean g : IR3 => IR y f : IR? => IR tal que 
f(x, y, 2) = (ulz, y, 2), v(z, y, 2), w(x, y, 2)). 


Sea Flr,y, 2) =90 f(2,y,2) = glu(z, y, 2), vlx, y, 2), w(x, y, 2)) Calculemos 
Elx, y, 2). Para esto usemos la Regla de la Cadena para obtener DF(x, y, z) 


00 09 Ogy |-2E- 00 3 
DF (2, y, 2) = Dalfe, y, 2))Df (0,4, 2) = (os 59 Guy) da E de 


Entonces 
Or dy du dy du 0g Ow 


dx  0udr  0vdx  0w0x 


Ejemplo 1.20 (Coordenadas Esféricas) Sea y : IR3 > IR y consideremos el 
cambio de variables a coordenadas esféricas 


x = rcos(0)sen(p) 
y = rsen(0)sen(p) 
z = rcos(d). 


Y consideremos la función F(r, p,0) = g(rcosOseno, rsenOseno, rcos0) Quer- 
emos calcular las derivadas parciales de F' con respecto a r,0 y Q. 

Si miramos el cambio de variables como una función f : IR? => IR?, usando 
el ejemplo anterior se tendrá: 


gr 09 0g 0g 
a cosOsend + Oy senOsend + De cosp 

F 9) 
S = costoso + pr sentcosó —- > seng 
Or 


0) 
= A rsentsenó + A cosOsend. 


00 Ox Oy 
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Ejemplo 1.21 Sea h(x,y) = flu(x,y),v(x,y)) donde la función f esta 


difinida por f(u,v) = E, y las funciones u y v por u(t,y) = e Y y 


víx, y) = e”. Calcular e mi Usando la regla de la cadena tenemos 
0h _0f0u 0f0v _  4uv” y 4vu? 2 
Ox 0uóxr O0udx  (u2—u?y? (u? — pa 
0h _ 0fdu z Of0v _  4uw? +, 4vu? ets 
Oy 0udy 0v0y  (u?-— u?y? (u? — y?) 


Ejemplo 1.22 (Importante) Sean f : IR3>1R, y: R=>1R yh: IR> AR 
de manera que: h(t) = fo y(t). Entonces: 


dh 0 0) 0) : 
EME pata gods = VIO) +8), 


La función y representa una curva en el espacio y Y su vector tangente. 
Ejemplo 1.23 Consideremos las funciones 
Fe, y) = (2? + 1,4”) 


g(u,v) = (u+ o, u, v”) 
Calcular D(g o f)(1,1). Usemos la regla de la cadena y calculemos 


Daf4, DY)DF(A, 1). 


Dstm= | 2 y evaluando DIA.1)= |; sl 


Evaluamos f(1,1) = (2,1) y luego calculamos 


4. A 
Dglu,v)=| 1 0 
0 2u 


que al evaluar nos da 


Dy(f(1,1)) = Dg(2,1) = 


ore 
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Entonces tenemos 


O NN 


1 1 2 

20 
Dgenay=|10| 7 3|= [20 
0 2 ye 4 


Una forma alternativa, que nos da evidentemente el mismo resultado, es 
desarrollar h primero 
h(=,y) =90 f(x,y) = (14 y*+1,2* 41, y") 


y luego derivar y evaluar 


20 218 22 
Dhten= [2.0 entonces Dh(1,1)=|2 0 
0 4y? 0 4 


Ejemplo 1.24 (Derivación Implícita) Sean G : IR? > IR e y : IR > AR tales 
que 
G(x,y(1)) =0 Vx € IR entonces 


0G PS 0G dy — 
Ox  Oydx 


Si en 4 0 entonces podemos despejar la derivada de y con respecto a x 


0. 


O0G 
dy __ 
0G 
dx e 


Observación 1.14 Más adelante veremos que dada la ecuación 
Glz,y) =0 


hay condiciones que garantizan la posibilidad de despejar y como función 
de x. Este criterio lo da el Teorema de la Función Implícita y consiste en 
9G 


suponer que “es no nula. Notamos que justamente este término aparece 


en el denominador de la derivada de y. 


Ejemplo 1.25 Veamos ahora un caso de derivación implícita con más vari- 
ables. Sean 


Gi(x, yi(2), ya(1)) =0 
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Galz, yi(x), ya (2) > 0, 
donde G¡,G2 : IR?) => IR y yy : IR => IR. Suponiendo que todas las 
funciones involucradas son diferenciables se desea calcular y (x) e ya(1). 


961,961, 001, y 
ro a EE 


Este es un sistema de 2x2 del cual podemos despejar las derivadas buscadas, 
bajo la hipótesis de invertibilidad correspondiente: 


7 1 so e] ae 
( % ) — "961, 0G3 0963 0G;1 EN TN ( Se, ) 
2 Po TEEN PR EE dx 


Oy1 Oya 0y1 Oya 0y1 0y1 


Ejemplo 1.26 Vamos a demostrar que una condición necesaria y suficiente 


para que 
of _ of 
Ox Oy 
es que exista g tal que f(x,y) = g(x + y). 
La suficiencia de dicha condición es evidente. Sólo debemos chequear 
que la condición también es necesaria. Para esto consideremos el siguiente 
cambio de variables: 


U+V U=U 
U=xI+Yy VZLT=Y == m= y= j 


y definamos 


Tendremos que 
a v)= 071 a 
de "+ 022. dy 2 
Es decir h no depende de v, y por lo tanto: 


f(x, y) = hz +y). 


El Teorema de Valor Medio o de los Incrementos Finitos 
El Teorema del Valor Medio para funciones de un intervalo [a,b] en IR 
puede extenderse a varias variables. Esto hacemos a continuación. 
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Teorema 1.10 (Teorema del Valor Medio) Sea f : AC IR” => IR” diferen- 
ciable en A y [a,b] C A, donde [a,b] = [ta + (1 — t)b/t € [0,1]). Entonces 


1,F(0) — F(a)]| < sup 11D. f(x) 11110 — all. 


xEla,b 


Demostración: La demostración de este teorema en el caso general es un 
poco complicada. Por esta razón sólo la haremos en el caso m = 1. Definamos 
la función g : [0,1] > R por 


g(t) = flat + (1—1t)b). 
Esta función g es derivable y por la regla de la cadena vemos que 
g (t) =Vf(ta+(1—t)b) - (b— a). 


Como la función g satisface las hipótesis del Teorema del Valor Medio para 
funciones reales podemos concluir que existe to € (0,1) tal que 


g(1) — g(0) = y' (to) — 0) 
Y por lo tanto 
F(0) — fla) = Vflato + (1 — to)b) -(b= a). (x) 
Tomando módulo y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz 


1F(0) fa) < [IV fato+(1=t0)0) || 16=al| < sup VFM all. 


xEla,b 


Observación 1.15 El teorema anterior también se conoce como Teorema de 
los Incrementos Finitos. Para una función a valores en IR” uno no obtiene 
necesariamente una igualdad como en el caso de una variable o como en 
(*). Esto no es problema, pues su utilidad realmente viene del hecho que los 
“imcrementos? se pueden acotar. 

Si uno agrega la hipótesis de que f es de clase C* entonces Df(-) es 
continua y como || - || también lo es |Df(-)|| será composición de funciones 
continuas y por lo tanto continua de IR en IR y así alcanzará su máximo 
sobre un intervalo cerrado. Luego 


1.4(8) — A(0)I| < max 110 f(0) 11116 — all 
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1.5 Gradiente y un poquito de 
geometría 


Recordemos que el gradiente de una función f : A C IR” > IR se define como 


Vo (00) = (5Elan)o > + 700) 


El gradiente se define generalmente sólo en puntos donde f es diferenciable, 
aún cuando basta que existan las derivadas parciales para determinarlo. 


Ejemplo 1.27 Calcular el gradiente de 


Fx, y, 2) = Ya AZ 
A 102 2% 
dx 2y12+y42?. ya+y+2? 
1 E 
Vflo,y,2) = —==x=.Í%,4,%2)=-=?. 
20) = na! 
Consideremos a continuación un vector unitario v (con ||u|| = 1) y miremos 


la función: 
to Hizo | ¿Ue 


Esta es una función de una variable y uno puede preguntarse sobre su difer- 
enciabilidad en t = 0, es decir sobre la existencia del límite 
Fo +tu) — fx0) 


1 =————— 
t>0 t 


Si este límite existe, decimos que f tiene derivada en xp, en la dirección 

v. A este límite se lo anota usualmente como Df(x0; uv) o (20) Un caso 

particular de derivada direccional son las derivadas parciales. 
Df(to; v) corresponde a la derivada de la restricción de f a la recta 


L:x=x,¿+tv. 


En el caso en que f es diferenciable en xy entonces la derivada direccional 
existe en cualquier dirección y se puede calcular como: 


Df(ro;v) = Vf (xo) -v. 


Notemos que hemos considerado y unitario. Esto se hace para no distorcionar 
la escala espacial entre f(x0) y f(to + tv) 
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Ejercicio 1.14 Calcular la razón de cambio de la función f en la diracción 


v= (1/v3,1/V3,1/V3) en el punto xy = (1,0,0) para 
Hoy, 2) =1te *, 


Se pide calcular r = V.f(1,0,0) - (1/43,1/V3,1/v3). Para ello calculamos 
las derivadas parciales 


al La 
S = —2*ze Y 
dy = aye Y 


Evaluando obtenemos 
e - 
v3 
El siguiente teorema nos muestra un importante aspecto geométrico del gra- 
diente. 


Vf(1,0,0) =(2,0,0) > 7 =(2,0,0)(1/V3,1/V3,1/V3) 


Teorema 1.11 Si Vf(x0) 4 0 entonces Vf(to) apunta en la dirección en 
la cual f crece más rapidamente. 


Demostración: Sea v vector unitario, entonces la razón de cambio de f en 
la dirección de y es 


[¡V f(xo)lIl[v]] cos 0 
[IV f(zo) || cos. 


Vf(20)-v 


Donde 0 es el angulo entre v y Vf(x2o)). Este ángulo es máximo cuando v y 
Vf(x0) son paralelos. 

Otro aspecto geométrico importante del gradiente viene en el estudio de 
superficies. Sea F': A C IR” > IR una función diferenciable y consideremos 
el conjunto 


A E IN ÓN E 
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Este conjunto es, en general, una superficie si n = 3 y una hipersuperficie si 
n > 3, 

El vector VF(x7) es ortogonal a la superficie en zo. 

La idea geometrica es la siguiente: Supongamos que c : IR > IR” es 
una función diferenciable, es decir es una curva suave en /R”. Supongamos 
además que c está sobre S es decir: 


Hetili= ko e 
Si c(to) = xp entonces derivando y evaluando en to 
VF(x0) a C (to) =0. 


C (to) es una dirección tangente a la superficie, y como c es una curva cualquiera 
VF(x0) debe ser ortogonal al plano tangente a la superficie. 


Definición 1.24 Sea F : AC IR” > IR diferenciable. Si Flxy) =0, 
VF(x0) 4 0, se define el plano tangente a S =[/1 € A / Fx) =k) en 
Xy COMO: 


VF (xp) - (x— to) =0. 


Observación 1.16 Ciertamente, si F(c(t)) =0 y c(0) = xo entonces c'(to)+ 
xp esta en el plano tangente. 


Se puede demostrar que si una dirección v está en el plano tangente, entonces 
existe c tal que x = C'(tp) +10 Esta propiedad geométrica es muy importante y 
su demostración la postergaremos hasta que hayamos demostardo el Teorema 
de la Función Implicita, hacia el final del curso. 


Ejemplo 1.28 Encontrar el plano tangente a la superficie 


2+ry+2-1=0 en (1,0,0). 


VF(1, 0,0) = (2x, 2y, 22) 


(1,00) = (2,0, 0). 
Entonces el plano tangente es 
VEF(1,0,0)- (1-—1,y-0,z-0)=0, 


es decir 
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Ejemplo 1.29 Hallar un vector normal a la superficie definida por: 
212 +2Inx0+ysiny=0 
en (1,27, 0). 
Ciertamente el punto (1,27,0) está en la superficie. Para encontrar un 
vector normal derivamos 
VF(x,y,2) = Qyz + E 6xy*z + y cos y + sin y, 2xy* + In 7) 
zx 
y evaluamos en (1,27,0) para obtener 
VF(1,27,0) = (0,1, 2(27)*). 


Como vimos, el gradiente VF(1, 27,0) = (0,1, 2(27)?) es normal a la super- 
ficie. 


Caso del grafo de una función En el caso que f : A C /R” > IR, hace un 
tiempo atrás definimos el grafo de f como: 


G(f) = (lx, fu))/x € Aj =[(2,2)/2= fx)). 
Si definimos 
F(x,2) =2- f(x) 


entonces las dos definiciones de plano tangente que hemos dado son coher- 
entes. En efecto: 


Entonces el plano tangente queda determinado por 
VF(zx,z0)((x, 2) — (to, 20)) =0, 
es decir, 
—V f(x0)(x — 20) + (2— 20) =0, 


osea, 2 = 20 + Vf(xo)(1 — 2o). Notar bien que el vector (—Vf(x0), 1) es 
ortogonal al grafo de f en (to, f(x0)) 
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Ejemplo 1.30 Encontrar el plano tangente al grafo de la función: 
Fx, y,2,t) = ze + cos zt 
en (3, 0,0, 3). 

Tenemos que f(3,0,0,3) =3+1= 4. Además, derivando obtenemos 
Vf(zx, y, 2,t) = (e%!, xtev*, —t sin zt, ye” — z sin zt) y evaluando 
Vf(3,0,0,3) = (1,9,0,0). En consecuencia el plano tangente es 

w—4=1-(1-3)+9(y—0)+0(2 — 0) + 0(t — 3) 


y simplificando 
w—4=x-—3+9y O 9 +x-w=-l. 


Ejemplo 1.31 Hallar un vector unitario, normal a la superficie S dada por 


2=x y +y+1, 


en (0,0, 1). 
F=2-2xy?-y-1=0 y sus derivadas parciales son 
OF OF 
— =-2y — =-—20%4y-1 —=1 
Ox a Oy E: Oz 


Evaluando en (0,0,1) obtenemos VF(0,0,1) = (0,—1,1) y de aquí uv = 
(0, —1,1) es normal unitario. 


EJERCICIOS 


P1) Sean zo, 11, ..., Tn-11R” tales que 11 —Zo, ..., Tn—1— To son linealmente 
independientes. Probar que existe exactamente un hiperplano conteniendo a 
Lo, Ll), En-1- 


P2) i) Demuestre que si * es un vector cualquiera de /R” y si d es un vector 
unitario, entonces Y = y +2, donde y es un múltiplo de dy z es perpendicular 
a d. 

1i) Demuestre que los vectores y y z de la parte 1) están determinados 
univocamente. 


1.5. GRADIENTE Y UN POQUITO DE GEOMETRÍA 41 


P3) Sea A € Maxn(1R) una matriz simétrica. a)Pruebe que existen vectores 
€1,*** ,€n € IR”,A1,*-+- , An € AR tales que: 


AR=>Y A(3-E)€, Vie lR”. 
¿=1 


Ind: Piense en los valores y vectores propios de 4. 
b)Pruebe usando lo anterior que ||47|| < Cl]. 
P4) Sea f definida por la siguiente fórmula: 


X1 


y Zi — Za 


a) Encuentre el conjunto donde se puede definir f, es decir Domf, grafique. 
b) Determine las curvas de nivel de f. 
c) Determine si f es continua en (0,0). P5) Encuentre los conjuntos de nivel 


f(x1, 12) = si (21,12) 40 y F(0,0) =0. 


para las siguientes funciones (para los niveles que se indican). 

a) f(x, y) = 1 + y para f(x, y) = 1. 

b) f(x,y) = (1? + y? +1)? — 42? para f(x, y) =0. 

c) f(11, 12,13) = (1,1213, 11 +%2) para f (11, 12,13) = (0,1). P6) Determine 


si las siguientes funciones admiten límite en los puntos que se indican: 
2 qj2 2 

a) f(a, y) = 21y 252 en Fo = (0,0). 

b) fa, y) = EL en Eo = (0,0). 


1-yY 
c) Few) = al en Lo = (0, 0). 


P7) Sean f,g,h : IR? > IR tres funciones continuas. Se define la función 
F : IR? 5 1R por 
F(x, y) = h(f(x, y), g(x, y). 


Demuestre que /' es continua. 


P8) Estudie la continuidad de las siguientes funciones. 


X1 . 6 
a) (01, 12) = Add Sl 11 +23 4 


siti+zx2=0 


b) f(21, 22,13) = rifn(ajx> + 23) + sení[x3 + 11). 
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P9) Sea L : IR” > IR” una función lineal 
a) Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes: 

1) L es continua en todo punto de /R”. 

2) L es continua en 0.d 

3) IIL(=)|| es acotada si z € B(0,1), la bola unitaria. 

b) Demuestre que toda función lineal de IR” en IR” es continua. 

P10) a) Sea A € IR”. Pruebe que: 

i) adh(A) es un conjunto cerrado. 

1) int(A) es un conjunto abierto. En realdidad adh(A) es el cerrado más 
pequeño que contiene a A. Y a su vez int(A) es el abierto más grande con- 
tenido en A. 


b) Pruebe que en general no se tiene que int(adh(A)) = A. Para esto siga 
los siguientes pasos: 

i) Pruebe que adh(Q) = IR. 

11) Pruebe que int(IR) = IR 

11i) Concluya. 


P11) Sea f : IR” > IR”. Pruebe que las siguientes proposiciones son equiv- 
alentes: 

a) f es continua en todo punto de /R”. 

b) (VA C IR” abierto) f7*(4) es abierto en IR”. 

c) (vB C IR” cerrado) f7*(A) es cerrado en IR”. 

Ind: Para la segunda pruebe antes que: [714% = f7*(4)". 


P12) Encontrar todas las derivadas parciales para las funciones f(x, y) = 
(e*cosy, eseny) y f(x, y) = log, y. 


P13) Sea f : IR? > IR continua y diferenciable. Sea Gf = [(2, f(2))/7 € 
Domf y el grafo de f. Sea F' : IR3 > IR tal que F(zx, y, 2) =2-— f(x, y). 
a) Muestre que G¿ corresponde a un conjunto de nivel de F. 

b) Demuestre que VF = EL, a ). 

c) Encuentre el vector normal y el plano tangente a Gf cuando f(x, y) 
xy + ye” en el punto (1, 1). 


P14) Sea f(u,v) = (ucosv, usenv), con —1/2 < v < m/2 y g(x,y) = 


(y 22 + y?, artan(y/x)) para x > 0. 
i) Encontrar D(go f(u,v) y D(f o g)(z, y). 
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1i) Determinar si Domf = Dom(go f), y si Domg = Dom(go f). 


P15) Sea S =(x € IR?/l|x|| = 1). Sea g : S > IR una función continua tal 
que 
g(1,0) a g(0, 1) =0 y g(—2) = =9g(1), Va € dea 


Sea f : IR? > IR la función definida por 


da 


a) Dado a € IR? demuestre que la función h(t) = f(at),t € ¡Res diferenciable. 
b) ¿Es f diferenciable en (0, 0)? 


P16) Encontrar el gradiente Vf en cada uno de los siguientes casos. 
a) f(x,y) = 1? — yseny en (a, b). 
b) f(2) = [|F[2,7 € IR?,0 ER. 
P17) a) Si g(x,y) = e**Y, f'(0) = (1,2), encontrar F'(0) donde F(t) = 
g(£(t) (f: RAR?) y f(0) = (1,1). 

b) Si f(x,y,z) = senzx,F(t) = (cost, sent,t), encontrar g'(r) donde 
(0) =KP (0), 


P18) Sea d : IR? > IR? una función de clase C*(IR?, IR?), tal que sus com- 
ponentes (1, y /2 verifican 


062 _Dó dó 0 
Wy 0% 00 Oy 


Sea h : IR? => IR una función de clase C*(UR?, IR). Se define la función 
f: IR? =>UIR por f=hod4. Demuestre que 


(VJ (2,4), Véa, y) = E(6(a,9)) + IVertz, 91 


P19) Sea f : IR? > IR la función definida por 


E e (q? + Y )sen nr (2,y) E (0,0) 
f(x,y) É a 
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a) Calcular Vf(0, 0). 

b) Probar que f es diferenciable en (0, 0). 

c) Probar que dl y en no son continuas en (0, 0). 

P20)i) Hallar la ecuación para el plano tangente a cada superficie z = f(x, y) 
en el punto indicado: 

a) 2= a3 + y? — 6xy, (1, 2,3). 

b) z = (cosx)(seny), (0,7 /2,1) 

1i) Calcular para los siguientes casos la dirección de mayor crecimiento en 
(1h :1.10: 

a) f(1,y,2) =1Yy + yz +22 

b) fx, y, 2) = e 


P21) Sean f y yg funciones de IR? > IR. Suponer que f es diferenciable y 
Vf(x) = gl[x) - x. Mostrar que f es constante para las esferas centradas en 
el origen. 


P22) Una función u = f(x,y) con segundas derivadas parciales continuas 
que satisfaga la ecuación de Laplace 


Pu na 
0x2 dy 


se llama función armónica. Determinar cuales de las siguientes funciones son 
armónicas. 

a) u(z, y) = 2% - 3ay? 

b) u(x, y) = senzcoshy 

c) u(x, y) = e” seny. 


P23) a) Si g(x,y) = e**?, f'(0) = (1,2), encontrar F'(0) donde F(t) = 
g(f(0) (f: RR = AR) y f(0) = (1,1). 
b) Si f(2,y, 2) = senz, F(t) = (cost, sent, t), encontrar g'(r) donde g(t) = 
FE). 


Capítulo 2 


Derivadas de orden superior 


2.1 Derivadas Superiores y Teorema de Tay- 
lor 


Sea f : AC IR” > IR una función diferenciable en A, entonces 


0) 
of ¡¿ACIR” > IR 
Ox; 
define una función. Como tal esta función puede tener derivadas parciales y 
también ser diferenciable. Cuando 2L tiene derivada parcial con respecto a 


xj en zo, ésta la anotamos como 


0 ol 2 
02; Ox; — Oxj0x; 


Ejemplo 2.1 Calcular E y as si 
f(a,y) = In(a? +y?). 
of 2x Of —2x(2y) 
00 1a24y2 Y 0y0x a 
Entonces 
q AS. E 
q (122 + y2y? (A+ y) 
00 —21(2y) 


Oydx  (a24+y22 


45 
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Pero también podemos calcular 


Pf —2y(2) 


0x0y (124 y?)" 


2 2 y Dn ; 

Notemos que en este caso EL = L£. Esto no es sólo coincidencia como 
Ox0y OyOx 

veremos en más adelante. 


También podemos observar que 


EE 
0x2 Oy” 


Por esta razón la función f se dice armónia. La combinacion 


AA 
Py A 
il Ox? A Oy? 


se conoce como el Laplaciano de f. 


Recordemos que f se dice de clase C* en un domonio A si f es diferenciable 
en A y todas sus derivadas parciales son continuas en 4. 


Definición 2.1 f se dirá dos veces diferenciables en xy si f es diferenciable 
en una vecindad de xy y todas sus derivadas parciales son diferenciables en 
xo. f se dirá de clase C? en A si todas sus segundas derivadas parciales son 
continuas en A. 


Es fácil extender estas definiciones a órdenes superiores. 

A continuación veremos uno de los resultados más importantes de esta 
sección que dice relación con la posibilidad de intercambiar el orden de las 
derivadas 


Teorema 2.1 (Teorema de Schwarz) Sea f: AC 1R” > IR una función dos 
veces diferenciable en A. Si las segundas derivadas parciales son continuas 
en ty € A entonces: 


01,02; a 01,02; ad : : 
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Demostración: Una pequeña reflexión lleva a concluir que basta estudiar 
el n= 2. Dado zo = (201, 202) € A y h= (h1, ho) € AR?, [|h|| < r, definimos 
F : B(0,r) > R de la siguiente forma 
F(hr, ha) = 
[Flor + ha, Lo2 + ha) — for + ha, 2o02)] — [f(x01, 202 + ha) — f(xo1, Lo2)]. 
Notemos que F' queda bien definida para r pequeño. Sea g(t) = f(t, 202 + 


ha) — f(t, 202). Entonces por el Teorema del Valor Medio existe hj tal que 
A] < (all y 


F(h1, ha) = 9(Lo1 + hi) — 9(201) = 9 (Lor + Ai)h1 


y entonces 
0) 10) 
F(hx, ha) = lo +, 202 + ha) — Lao + hi, 202))h1 
Usando nuevamente el Teorema del Valor Medio encontramos hs tal que 


[21 < |ha| < [|h]| y entonces 


Flh,hay  02f 


Pero uno también puede escribir F' de la siguiente manera 


F(ha1, ha) = 
[Fl(Zo1 + h1, 202 + ha) — f(Zo1, 102 + ha)] — [f2o1 + ha, 202) — f (Lor, Lo2)l, 


y podemos repetir la misma aplicación del Teorema del Valor Medio para 


probar que 
F(hi,h o? 
- 2) dl (Lor hi, Lo02 ho) 


h1ho Ox0y 
con |hy| < |h1l y |h3| < [ha]. Por lo tanto 
o? o? 
e (Lor + A, Zo2 + ho) = soe + AN, Loz + ho), 


y finalmente, por la continuidad de las derivadas parciales 


ass 2 
90 0) = yor eo: 
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Ejemplo 2.2 El siguiente ejemplo nos muestra que las derivadas cruzadas 
pueden ser distintas. Consideremos la función 


sn (57 o 


si lx, y) = (0, 
En todo punto (x, y) X (0, 0) se tiene 
Of y(x* + 4x?y? + y*) 
5 (5, y) = 21212 > 
Ox (4* Ey?) 
y en (2, y) = (0,0) 
0) 0) — f(0,0 
y EDO 
Ox 1>0 x 
De aquí tenemos que 


Of ci 


(224y?)? si (E y) A (0, 0 
Ox 0 si (2,y) = (0,0) ” 
y en consecuencia 
5 
PE 0,0) = tim 2200) — 250,0) Ma 
Oydx* ” y>0 


Por otro lado, y de manera análoga, tenemos que 


op JE iy) A (0,0) 
dy 10 si (1,y) = (0,0 
y de aquí 
(50 
== 
Es decir, 
asf o?f 


¿Cómo se interpreta esto a la luz del Teorema? Estudiemos la continuidad 
de las derivadas cruzadas 

2 
lim 


e OO 
y>0 Oydx (0, y) E lim == 
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y sin embargo 


$ z 

l 0) = lim= =1 

yo n= = 
es decir, hay discontinuidad en —. 


Corolario 2.1 Sea f: AC IR” > IR una función de clase C* con k € IN. 
Entonces: 


o*f oe 


OZ;, OZ io LES 02L5,, as OT ¿di OL 


Donde i1,12,--"1x E [1,---, nj yo: 41,---,n) > [1l,---,n) es una per- 
mutación cualquiera. 


Demostración: Basta aplicar el teorema de intercambio de derivadas reit- 
erativamente 


Ejercicio 2.1 Considere la funcón f(x, y) = 1%y + sen(2*y) y verifique que 


of a of 
Ox y0x  0yx' 


Ahora que ya conocemos las derivadas de mayor orden y sus principales 
propiedades estamos preparados para estudiar los desarrollos de Taylor en 
varias variables. Recordemos el caso de una variable, en el cual vamos a 
basar nuestro argumento para varias variables. 

Cuando f : (a,b) + IR, xy € (a,b) y f es derivable en xy entonces se tiene 
que 
Ha) = flzo) + Plzo) a — 20) + Ri (20, 1 — Lo), 


donde 


Esta no es más que la definición de derivada y la fórmula se conoce como 
la fórmula de aproximación de f al primer orden. El término Ri (tp, 1 — Lp) 
se denomina resto. Cuando f es dos veces derivable uno puede dar una 
expresión para R¡ en términos de una integral. En efecto, del Teorema 
Fundamental del Cálculo tenemos 


OE) / (0d 
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e integrando por partes (u = f'(t), v=t— x) obtenemos 


f(x) = f(20) + Pxo)(x — zo) + KE —1t)f"(0)dt. 


LO 


Asíobtenemos la Fórmula integral del Resto 


Ri(%5,1)= Pu =t)f"(0)dt. 


xO 


Si uno supone que f es k veces derivable en xy, entonces 


O IO 
donde 

lim Falz, 20) 

zo |x — 2ol* 


"0, 


Cuando se supone además que f es de clase C*+! en una vecindad de zo 
entonces integrando por partes reiteradamente se obtiene la fórmula integral 
para el resto de orden k 


Ry(z, Lo) = / ED as 


Si consideramos 


M= ma (+1) (4 ara 0<ó0d<lze 
A (1 p Ed 


entonces 


So =p* 
Rao.) < MI f E a = 
LO > 


k+1 
——— lx —u , 
(k +1) pra! 
Cuando f : AC IR” > IR también podemos establecer un teorema de 
Taylor. Notamos que en caso que f tome valores en /R"” lo que diremos se 
aplica a cada coordenada. Comenzamos con una definición 


Definición 2.2 Sea f : AC IR” > IR dos veces diferenciable en xy € A. Se 
define entonces la matriz Hessiana de f en xy como 


Y ¿08 

Ox% "2% OLnóOx1 
Hfa)=|: 5 

021 of 


Ox10tn *'' Ox 


2 
n 
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Observación 2.1 Notamos que, por el teorema anterior, si f es de clase C? 
en una vecindad de xy entonces la matriz Hessiana de f en xy es simétrica. 


Teorema 2.2 (Teorema de Taylor de 2 orden) Sea f : AC IR” > 1R una 
función de clase C?. Entonces 


xo +1) = $(20) + VS(2o)h + ZN HF (10)h + Palao,h), 


donde el resto Ra(zo,h) tiene una expresión integral y |Ra(20, h)| < M|h]|?. 
Así que en partiacular 
" Ro[to h) 
lim === =0. 
h>0  [|hl|? 
Observación 2.2 Se puede demostrar que si f es de clase C? entonces tam- 
bién se tiene que 
1 Roa (Zo, h) 
im —— 


=0 
20 [|nl” 


aunque la fórmula integral del resto no se tiene. 


Demostración: Utilizando la regla de la cadena tenemos 


E f(a0 + th) = Df (xp +th)h = a ); 


e integrando entre O y 1 


F(xo +h)— f(xo) -E/ 


Utilizando nuevamente de la cadena obtenemos para u = 2L (20 ++th)h; 


du 0% 


a RIE th)h;h;. 
dt G=1 01,02; (o a ) a 


Itegrando por partes, considerando u como arriba y v =t— 1 


Fxo+h) = Fito Mas cm DY (1—b 


i=1 j=1 


no +th)hih;dt, 
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que es un resultado intermedio correspondiente a la Fórmula de Taylor de 
Primer orden 


o? 


Integrando nuevamente por partes, con v = —(t—1)?/2 y u = Sor (Lo E 
PE 


th)h;h; con lo cual 


ds E ant 
= == — th)h;hihy. 
t 2 0x,0x,0x; (ro + th)hihjhs 


Obtenemos 


1 0 
hi II (20)hihj + Ralxo, h), 


F to +h)= fízo) + e 


i= i=1 ¿= 


donde el resto tiene la forma integral 


Espe. 0% 


i=1 j=1 k=1 
Como a son continuas en zp, existe > 0 y M > 0 tal que 
gr 
hi<óé => | ——([to+th)| < M. 
[ E 


La constante M puede tomarse como 

gr 
Me pe O 
2EB(20,5) OX01 50%; 


Por lo que, para todo t € [0, 1] tenemos 


Of 


== — th)hihihy| < M. 
02,0%, (zo ++h)hihjha] < 


Y finalmente 


[Ra(zo, h)| < DA Ml? = M)IIr11. 


i=1 j=1 k=1 


2.1. DERIVADAS SUPERIORES Y TEOREMA DE TAYLOR 33 


Ejercicio 2.2 Escribir la fórmula general de Taylor de orden 3. 


Ejemplo 2.3 Encontrar la fórmula de Taylor de orden 2 en torno a ty = 
(0,0) para 


f(x,y) =sin(x + 2y) + x?. 


Evaluamos f£(0,0) = 0. Después calculamos las derivadas parciales 


of Of 
== = 2 2 — =2 2 
o 1 Y) = Cosío + 24) +23 y Y) cos(1 +2y) 


y evaluamos Vf(0,0) = (1,2). Ahora calculamos las derivadas de segundo 
orden 


a%7 of ] of : 
ri sin(1+2y) +2, 0y0z =-—2sin(1+2y) y ay? = —4Asin(í1+2y) 


y evaluamos 


Considerando h = (h1, haz) tenemos finalmente 


f(00+1) = Ja, to) = $(0,0) + (1,2), la) + (tl) | 00 | (.) dd 


= ha +2ha + hi +Ra(0, h). 


Continuando con este ejemplo, sabemos que la función Pa(h1, ha) = hi+2h3+ 
hi aproxima a f(h1, ho) al segundo orden, en el sentido que En > 0. Pero 
uno podría hacer una pregunta más específica: 

si [|h]| < 1/4 ¿Qué error se comete por cambiar f y Pa ? 

Tenemos la fórmula integral del error 


2 2 2 1 a ll ty 7 
Ro(h1, ho) DD! > 20005, Co + th) hihishadt. 
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Usando el Teorema del Valor Medio integral vemos que existen t;;z € [0, 1] 
tales que 


1222 Pf 
Ra(h1, ha) = 31 NY SE Oda 0 + th) Biblias 


de donde podemos hacer nuestra estimación. En nuestro caso calculemos las 
terceras derivadas 


93 
ro cos(1 + 2y), 
a = -2 cos(x + 2y), 
o = —4cos(x + 2y), 
E = —8 cos(í + 2y). 


Evaluando las derivadas en xy = (0,0) obtenemos 


1 
[R2(hx, ha)| e 31 +3 -2hjho +3 - 4h1h3 +8h:) 
l 27 
< q0+6+12+8)/AP= al? 121 < llalL 


Así, si |]h]| < 1/4 entonces |Ra(h1, ho)| < 9/(2 - 43). 
Ejercicio 2.3 Demostrar que si f es de clase C? entonces 

f(10) + h) = f (10) + Vf(x0)h +1/2H f (c0)h* + Ra(xo, h) 
donde 


lim Rolo, h) de 


=0 
h=>0 [1A]] 
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EJERCICIOS 


P1) Una función u = f(x, y) con segundas derivadas parciales continuas 
que satisfaga la ecuación de Laplace 
OU OA 
Ox? ij Oy? 
se llama función armónica. Determinar cuales de las siguientes funciones son 
armónicas. 
a) u(x, y) = 2? — 3xy? 
b) u(z, y) = senzcoshy 
c) u(x, y) = e” seny. 


0 


P2) Sea f : IR? > IR. Para cada x defina 9, : IR => IR, gy(y) = f(x, y). 
Suponga que para cada x existe un único y tal que 9, (y) = 0. Si se denota 
por c(x) tal y y se supone que es diferenciable demostrar: 

a) Si Ho, y) 40 para todo (x, y) entonces: 
2 
da) = alos) 
a (e, clx)) 


b) Si c'(x) = 0, entonces existe un y tal que 
of 
OyOzx 


(x, y) =0 y 77(0,D) =0. 

P3) Calcular la expansión de Taylor de segundo orden de las funciones 
siguientes en los puntos señalados, y calcule una vecindad en torno al punto 
tal que la aproximación tenga un error de a lo más 107?, 

a) fu, y, z) = (a? + 27y + yH)e? en q, =((1,2,0), (3,2,5)). 
b) fx,y, 2) = (2% + 32?%y + ye" 7 en £, = ((0,0,0), (3, 2,3)). 
c) f(a1, xo, 13, 14) =log(cos(1, + 17 — 13 — 24)) en ds =0. 


P4) Sea f : IR” > IR de clase CS. Pruebe que en general no se tiene que 
la serie de Taylor de f converge a f. Para esto considere como contraejemplo 
la función f : IR—= IR definida por 


a dd six<0O 


0 six>0 


Pruebe que es C y estudie su serie de Taylor en torno a cero. 
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2.2 Extremos de funciones con valores reales 


Dentro de los puntos que pertenecen al dominio de la función, aquellos en 
donde esta alcanza un mínimo o un máximo revisten un especial interés por 
su importancia en muchos problemas prácticos. 


Definición 1 Sea f : U —> R con U un subconjunto abierto de R”. Un 
punto xy € U se dirá mínimo (máximo) local de f si existe una vecindad V 
de xy tal que 


Flu) > flio) VWeV (f(x) < fico) 


Un punto se dirá extremo local si es un mínimo o un máximo local. 
Un punto xy se dirá crítico de f si Df(xp) = 0. Un punto crítico que no 
es extremo se dirá punto silla. 


Teorema 2 Sea f : U —>*R diferenciable, con U un subconjunto abierto de 
R” y xy €U un extremo local, entonces Df(xp) = 0. 


Demostración. Si f tiene un mínimo local xy entonces si definimos la 
función de una variable 


g(t) = f(xo +th) 
donde h € KR” es un punto cualquiera se tendría que y tiene un mínimo local 
en t =0 pues 
g(t) = f(xo +th) > f (20) = 9(0) 
y por tanto g'(0) = 0 lo que implica que 
DER =0 


y como esto es para cualquier h entonces se tiene que Df(x0) =0. 
Observemos que Df(xp) = 0 es equivalente a: 


Of 
da o) =0, 7 0) =0, ..., da z 


en otras palabras, los máximos y mínimos son puntos que satisfacen el sistema 
de ecuaciones 


Die) =0 


Este es un sistema de n ecuaciones con n incógnitas. Pero en general no 
es un sistema lineal. 
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Ejemplo 3 Busque los puntos críticos de la siguiente función y clasifíquelos: 
Hu, y) = uy + yz 

El sistema de ecuaciones que se obtiene es: 
Of 


iO) 2=0 
an YRY 

Of 
dy 


=20y+4?=0 


de donde se tiene 


yQx+y)=0=>y=0 6/y y = —2x 
x(2y+1)=0 =x=0 6/y x= -—2y 


de la primera relación vemos que los posibles puntos extremos son (0,0) y 
(a, —2a), a € R mientras que de la otra se tiene que son (0,0) y (—2b,b), b € 
R, pero como se tienen que cumplir ambas relaciomnes a la vez entonces el 
único punto crítico es el (0,0). Por otro lado, haciendo x = y se tiene que 
f(x, 1) = 2x* el cual toma valores positivos y negativos, es decir (0,0) no es 
ni máximo ni mínimo, por lo tanto es un punto silla. 


Veamos ahora condiciones necesarias de 2 orden equivalentes a las vistas 
en el caso de funciones de una variable, es decir, f(x) > 0 para mínimo y 
f"(x) <0 para máximo. 


Definición 4 Sea f : U —> R con U un subconjunto abierto de R” con 
derivadas de 2% orden 
Ot 
01,02; (o) 


en o. El Hessiano de f en xo es la función cuadrática definida por 


1H 0 
2 p=i 01,02; 


Hf(xo)(h) = (20)hih; 


Otra forma de escribir la expresión anterior es 


Hf(10)(0) = Ehh 
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donde 
of ÓN, a. 
dx? 0x10x2 0110%n 
H = : : dE 
O0tnO0ri  OtnOx2 dx? 


La matriz H se denomina matriz Hessiana de la función f. 
Observemos que esta matriz es simétrica ya que 
of of 
01,02; 01,02; 


Antes de dar el criterio de 2% orden, recordemos algunos elementos de 
algebra lineal. 

Si Á es una matriz simétrica, entonces A es diagonalizable, es decir, existe 
una matriz P tal que 


A=.PDP* (2) 


donde P es una matriz invertible (ortogonal) y D es una matriz diagonal, es 
decir: 


PRE 
donde / es la matriz identidad y 
A 0 0 
Es 0 A 0 
00 de 
De (2.1) tenemos que 
AP=PD 
y por columna 
Ap; = Api 


donde p, representa la i-ésima columna de P. Los A; son los valores propios 
de la matriz A mientras que los p; son vectores propios correspondientes a 
dichos valores propios. 
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Una matriz A se dice definida positiva si 
aTAr>0 VX%0 


Si además es simétrica, usando la diagonalización vista anteriormente, 
tenemos que 


a PDPx>0 V1H0 
o sea (haciendo P*zx = y) 


y Dy>0 VWyX%0 


= Y My >0 VWyXk0 
y de aqui se obtiene el siguiente teorema. 


Teorema 5 Una matriz A es definida positiva si y solo si los valores propios 
de A son posttivos. 


Corolario 6 Si A es definida positiva entonces existe c > 0 tal que 
a Ar> cla? Ver” 
en realidad, c= minfA; | ¿=1,...,n). 
Demostración. 
a Ag = y MY 
mi e = Laca; wit 
=0| Pa" 
= ca PP*x, recordemos que PP* =P*P=I 
= cla] 


nm 
También se habla de matriz semi-definida positiva cuando se satisface 


"Ar>0 Ver” 
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Teorema 7 Una matriz A es semi-definida positiva si y solo si los valores 
propios de A son positivos o nulos. 


Observación 8 De las definiciones vistas hasta ahora de matrices definidas 
y semi-definidas positivas, haciendo los cambios de desigualdad correspon- 
dientes, se obtienen las definiciones de matrices definidas y semi-definidas 
negativas. 


Observación 9 Existen muchos criterios para determinar si una matriz es 
definida positiva o no, uno de los usados por su fácil comprobación es el 
siguiente: Una matriz B cuadrada (n x n) es definida positiva si y solo si 
todas las submatrices cuadradas a lo largo de la diagonal tienen determinantes 
positivos. Para el caso de las matrices definidas negativas los signos de los 
determinantes deben alternarse, comenzando con negativo. 


Teorema 10 (Criterio de 2% orden) Sea f : U — R con U un sub- 
conjunto abierto de R" y f de clase C?. Sea xy € U un punto crítico de 
he 

Si H f(x0) es definida positiva entonces ty es un mínimo lacal de f. 

Si Hf(x0) es definida negativa entonces xy es un máximo local de f. 


Demostración. Demostremos solamente la primera parte, la otra se 
demuestra de forma similar. 

Si xy es punto crítico, entonces usando el Teorema de Taylor de orden 2 
se tiene que: 


F (xo +h)— f(x0) = Hf(xo)(h) + Ra(h, o) 


donde Ra(h, 19) —> 0 cuando h —> 0. 
Como H f(xp0) es definida positiva entonces existe c > 0 tal que 


Hf(a0)(M) > cla”. Vher” 


y como Ri2(h, 29) —> 0 cuando h —> 0, existe 4 > 0 tal que si 0 < ||Al| < 6 
entonces 


[Ra(h, 2o)| < clInl 
y por tanto 
F xo +h)= f(x0) > ellhll? el]? =0 


para todo 0 < ||h|| < 8, lo que implica que xy es un mínimo local. Mm 
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Ejemplo 11 Encuentre los puntos críticos de la siguiente función y clasifíquelos. 


fe) =In1*+9%1) 


Of 1 
== 2 =0=>>x%=0 
Ox Ayto Di 
Of 1 


Oy yr” é 


y por tanto el único punto crítico es (1, y) = (0,0). Veamos ahora la Hessiana 
de la función f evaluada en este punto: 


0% —q? sis y? +29 5 
los) (+y+1) (0,0) 
7 —4xy 
a 
010Y loo  (22+y2+ Do) 
ted e = 0 
Id arre: BI 
lio (22+y?+1) 00) 


es decir, la matríz Hessiana queda: 


(52) 


la cual trivialmente se ve que es definida psitiva y por tanto el punto (0, 0) 
es un mínimo local estricto. 


2.3 Extremos restringidos. 


Veamos ahora que sucede cuando queremos mínimizar o máximizar una fun- 
ción sujeta a ciertas restricciones. 


Teorema 12 (Multiplicadores de Lagrange) Sean f: UCR” —R y 
g: UCR” —>R funciones diferenciables. Sea xy € U y g(x0) =c, y sea S 
el conjunto de nivel para g con valor c, es decir 


S= (15 U|g(2) =0) 
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Supongamos que Vglzo) 40. Si fl, (f restringida a S) tiene un mínimo 
o máximo local en S en ty, o equivalentemente, si xy es una solución del 
problema: 


min f(x ó max f(1) 
g(1)=c dl =C 


entonces existe un número real A tal que 


Demostración. Supongamos que xy es solución del problema de mini- 
mización (el otro caso es similar) y sea 


S= (16 U|g(a) =0) 


Como Vg(x0) 4 0, entonces este vector es normal a la superficie S, por 
otro lado, el plano tangente a S en xy se caracteriza como 


mr: Vglzo)” -(=—x9)=0 
o equivalentemente 
a=4f0 (0): R—=>U, o(t) € S Vt, 0(0) = to) 


Entonces, siendo xy un mínimo de f, la función t —> f(o(t)) tiene un 
mínimo en O para cada o, por tanto 


Vf(z0)* -0'(0)=0 


es decir, V f(1p) es ortogonal al plano tangente o lo que es lo mismo, paralelo 
al vector Vg(xpo). Por lo tanto, existe un real A tal que 


Vf(20) = AMg(zo) 


L 
El número A se le llama multiplicador de Lagrange y a la función de n+1 
variables 


L(u,A) = fu) — Ag(z) 
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se le conoce como Lagrangeano. Observemos que la condición (necesaria) del 
Teorema es equivalente a 


SL (xa, ¿Ta) = o (de o) 
Oria) ==. 0 SL (21, «.-, En) = Mo (1) ++, Tn) 


Corolario 13 Si f al restringirse a una superficie S, tiene un máximo o un 
mínimo en xy, entonces V f (xp) es perpendicular a S en Zo. 


Ejemplo 14 Sea S CR? la recta que pasa por el punto (—1,0) y tiene una 
inclinación de 45” y sea f : R? —>R tal que (1, y) — 2? + y?. Hallar los 
extremos de f sobre la recta S. 

Veamos que S se puede escribir como 


S=(2,y)ly-=x=1=0 


y denotemos por (xo, Yo) el posible candidato a ser extremo y g(x,y) = y — 
x—1,c=0. Por otro lado, se tiene 


Vf(Zo, Yo) = (220, 2Yo) 
Vg(xo, Yo) A SL, 1) 


y por tanto, aplicando el sistema lagrangeano (2.2) obtenemos 
2%0 = —A 


To — Yo 
2Y0 = A = = 1 
Yo =20 +1 IEA 023 


es decir, el extremo de f es (to, Yo) = (3, 3) y el valor del multiplicador de 
lagrange es A= 1. 


Ejemplo 15 Resuelva el siguiente problema: 


min 2? — y? 
24 y=1 
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En general, para poder determinar si los puntos extremos son mínimos 
locales, máximos o puntos sillas debemos analizar el comportamiento de la 
2da derivada como veremos más adelante, u otros argumentos. 

Supongamos ahora que tenemos k restricciones de igualdad, es decir 


S=ireR lala) = Dl Ea) = 04 
y el problema de optimización es: 


min f(x) Ó max f(x) 


ES TES (2.3) 


donde f,g;: R” —>*R, 1 =1,...,k, son funciones diferenciables. 
Entonces el Teorema de multiplicadores de Lagrange se extiende de la 
siguiente forma: 


Teorema 16 Si los problemas (2.3) tienen un mínimo o máximo local xo, 
es decir, existe una vecindad V de xy tal que: 


Ha) > fito) Vrevns (ó f(x) < fíxo)) 
entonces existe k números reales (multiplicadores) A, ..., Ax tales que: 
Vf (20) = A Vg1(x0) +..+ Ar Vgr(to) 


siempre que los vectores Vgi(2o),..., Vgr(2o) sean linealmente independi- 
entes. 


Ejemplo 17 Resuelva el siguiente problema: 


mint +yw+2 
124 y?=2 
a+z2=1 


2.4 Criterio de 2% orden para extremos re- 
stringidos. 


Consideremos el siguiente problema: 


min (max) (21, ..., Tp) (2.4) 
dit) =0 Yi = A) 
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donde f, g;, son funciones diferenciables. 
Por el Teorema anterior sabemos que si (Vg;(1;,..., 1, )) son l.i. entonces 
existe A € R” tal que: 


Via tal VO (Ena) 
donde qlo Dn) E (Era dl Lo, a es decir 
VL(z1, ..., Tp» A) =0 


donde L representa el Lagrangeano del problema (2.4). 

De los puntos críticos para el Lagrangeano, más las restricciones, obten- 
emos posibles candidatos a mínimos o máaximos locales: 

VL()=0 
gi(z) =0 

En el caso sin restricciones, el criterio para determinar de que tipo eran los 
posibles extremos era analizando la matríz Hessiana de la función objetivo, 
en dependencia de si esta era definida negativa o positiva, entonces se tenía 
un máximo o un mínimo respectivamente. 

Un criterio similar se tiene para el caso de un problema con restric- 
ciones, sin embargo no será necesario que el Hessiano, en este caso el del 
Lagrangeano, sea definido positivo o negativo para cada dirección h, en real- 
idad bastará que lo sea en un cierto conjunto que denominaremos conjunto 
de direcciones críticas y lo definiremos como: 


Ka) =[heR"|Vgl(o)'h=0 Vi=1,....p,Vf(1)"h<0) 
cuando el problema es de minimización y 

K(1)=[(heR"|Vg(o)'h=0 Vi=1,....p,Vf(2)"h>0) 
cuando es de maximización. 
Teorema 18 Sea xy € S =4fx|gi(1) =0 ViEel=(1,.. pj. Supong- 
amos que [Vgi(10) hier son linealmente independientes, entonces existe A € 
R? tal que 


VL(zo, A) =U 
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Si además se tiene que 
h*H,L(x9,Ah>0 VheK(z), h%0 


entonces xy es un mínimo local de (2.4). (máximo local de (2.4) respectiva- 
mente). 


Observemos que en el Teorema el Hessiano del Lagrangeano es solo con 
respecto a x, es decir 


(Lo, A) Ez (Zo, A) PA (20, A) 
H¿L(2o, A) = : Eg : 
A (Zo, A) 2057 (Lo, A) 2 Sí (0, A) 
0?L is 
= (Lo, 4) 
laa El 


Ejemplo 19 En el ejemplo (14), diga si el punto (%o, Yo) = (-5,3) es un 
máximo o un mínimo. 
Para esto, construyamos primeramente el Lagrangeano del problema: 


=2+y?-AMy=x-—1) 


Recordemos que el multiplicador de lagrange era A = 1, por tanto, el 
Hessiano del Lagrangeano queda: 


2 0 
HyL(xo, Yo, A) 7 ( 0 2 ) 


el cual es definido positivo para todo h, en particular para las direcciones del 
conjunto de direcciones críticas y por tanto el punto (to, Yo) = (3, 3) es un 
minimo. 

Ejemplo 20 Optimice el valor de la función f(x,y) = t sobre el conjunto 
de puntos (x, y) tales que x? + 2y? = 3 


El Lagrangeano para este problema queda de la siguiente forma: 


L(x,y,A) =x— Au? + 2y? — 3) 
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de donde es tiene 


OL 
—=0=1-2=0 
Ox 
L 
E A 
dy 

a? +2y*=3 


y por tanto, los posibles candidatos a extremos (A no puede ser cero) son: 
(21, Y1, A1) = (v 0 55) 
1,9131 rv) 243 


(22, ya, An) = (-v3,0 a) 


por otro lado se tiene que: 
=24 0 
He A) = ( 0 24 ) 


es decir, para (11, Y1,A1) = (v3,0, 75) , HyL(x1,y1, 41) es definida neg- 
ativa y por tanto (x21,y1) = (V3,0) es un máximo local mientras que para 
(122, Ya, A2) = (43,0, E )) , H¿L(x2, ya, A2) es definida positiva y por lo 
tanto (22, Yy2) = (—V3,0) es un mínimo local. 

Veamos ahora otro ejemplo donde la matríz Hessiana del Lagrangeano no 


es definida positiva en todas las direcciones pero si lo es en el conjunto de 
direcciones críticas. 
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Capítulo 3 


Integración 


3.1 Motivación 


Nos interesa extender la noción de “área bajo una curva”, formalizada por 
la integral de Riemann en una variable, a la de “área bajo una superficie” 
en IRY. Luego estudiaremos las propiedades fundamentales de la integral 
de Riemann en varias variables. Finalmente veremos algunas aplicaciones a 
problemas físicos. 


3.2 Integral de Riemann en /R? 


3.2.1 Definiciones 


R C IR? es un rectángulo si y sólo si R = [az, b1] x[az, ba] con as, br, az, ba € IR. 
El área de un rectángulo RR = [ax, b1] x [az, ba] es 


V(R) = (b1 = a1) (ba =, a3). 


Para m € IN, la m-equipartición del intervalo [a,b] con a,b € IR es 
L[co, €1], [e1, C2], +. - ,[Cm-1) Cm] ) con e; =a + 122, 4=0,...,m. 

Para m € IN, la m-equipartición del rectángulo R = [a,,b1] x [az, b2] 
es P=4AL, x lz : [; € P;,i = 1,2) con P;, m-equipartición del intervalo 
[a;, b;],i= 1,2. La denotaremos Ps, (KR). 

Dado un rectángulo R C IR? y m € IN, decimos que (Cr) perm(r) es una 
selección (para Po (R)) si (WP € Pm(R))cp € P. 
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Figura 3.1: 2-equipartición y selección 


Notar que cada elemento de una m-equipartición es un rectángulo y que 
una m-equipartición es finita, luego la siguiente definición tiene sentido: 


Definición 3.1 Sea m € IV, RC AR? rectángulo, f : R => IR y una selección 
(CP) per, (e) Se define la suma de Riemann asociada a f y (Cp) per,(a) como: 


ie als Di MEME 
PEPM(R) 


Definición 3.2 Sea R C IR? rectángulo, f : R => IR. Decimos que f es 
Riemann integrable en R si y sólo si (38 € IR)(Ve > 0)(3my E IN)(Vm > mpg) 


E (cr per,(r) — Ss < € 


para toda elección de los (Cp) pep, (1) 
S se llama integral (de Riemann) de f sobre R y se denota: 


ls 
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La integral de f también se anota: 


le a 


Figura 3.2: Suma de Riemann para la función f(x, y) = sen HL para P4([1, 5]?) 


Ejemplo 3.1 Para R =|[0,1]?, no es integrable en R la función f : R => IR 
dada por 


ran = 31 (341€ 0x0, 
OO 


3.2.2 Propiedades Básicas 


Proposición 3.1 Sea R C IR? rectángulo, f : R => AIR. Si f es integrable en 
R entonces f es acotada en KR. 
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DEMOSTRACIÓN. En efecto, sea e = 1, m = mg en la definición de 
integrabilidad. Luego 


SC, (cp) Per (r)) a Ss El 


Y flcep)V(P) - s< di 


PEPM(R) 


y Flen)v(P) < 1 +18] 


PEPM(R) 


y para un cierto Py € Pp (R) 


Pero) [V (Po) <1+ [S] + 


E env) 


PEPMRNA POS 


E Hevia) 


PEPM(RIM Po) 


fer) |< 1+|5|+ 


al 


Fijando los cp, para P € Pn(R)X (Po) y notando que cp, es arbitrario en P, 

se concluye que f es acotada en Po. Como además Py es arbitrario en P,, (RR) 

se concluye que f es acotada en cada P € Pp (R), luego f es acotada en RR. 

] 

La siguiente propiedad es análoga a la condición de Cauchy para una 

sucesión, luego es útil por ejemplo para estudiar la integrabilidad de una 
función cuando no se conoce el valor de su integral. 


Proposición 3.2 Sea RC IR? rectángulo, f : R => IR. Son equivalentes: 


e Ve > 0,3mpy € IN,Vk,m > mo,W(cp) pep, (q, selección, VÍCp) pep, (2) 
selección 


sf, (Cp) rer,(m)) SU (ep) penca)! < €, 
e f es integrable en R. 


DEMOSTRACIÓN. (=>) Fijemos ciertas selecciones (CF) pep, (7) Para 
cada m € IN. Luego, por la hipótesis, la sucesión (S(f, (Perera) nen 
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resulta ser de Cauchy y converge a un cierto S € IR. Sea e > 0. Sea m;, > Mo 
tal que (Vvm > mg) 


SC, (e rern(r)) 75] < €. 


Sea m > my y una selección (Cr) perm(r) arbitraria. Así, nuevamente con la 
hipótesis, resulta que 


SÍ, (cp) per,(2)) _ Ss E SC (cp) per,(2)) _ Ss(f, (CP) per, ) 
+ SCS (EE) per) — 5] 
< Ze. 


(<=) Sea e > 0, sea my € IN tal que (Vm > mp) 


SU (cr) peri) =5| <e 


para toda elección de los (Cr) pern(r) Sean k,m > mo arbitrarios, sean 
(cr) perry» (Cr) per, (n) Selecciones arbitrarias. Luego: 


S(£, (er) pera) = SU, (ep) pera) | E [SUS (Cr) pere) = 5] 


+|5 —S(£ (dp) per)! 
< 2e. 


ul 

El siguiente lema es una consecuencia de la proposición 3.2 y nos da una 

condición necesaria y suficiente de integrabilidad más fácil de verificar en 

varias de las propiedades que siguen. La principal diferencia con la proposi- 

ción 3.2 es que en vez de comparar todos los pares de particiones, compara 
pares de particiones que son una un refinamiento de la otra. 


Lema 3.1 Sea RC IR? rectángulo, f : R => IR. Son equivalentes 


+ (Ve > 0)(ámo E NXVK E IIVm > mo)Wer pera (de) rernín 
selección) 


Y. Y |) fer)lV(0) <e 


PEPM(R) QE Pem(R) 
QCP 
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e f es integrable en R. 


DEMOSTRACIÓN. Usaremos la proposición 3.2 para sustituir la condición 
f integrable en R. 

(>) Sea e > 0. Por hipótesis (3mo € IV)(Vk € INVm > mo) (Vlcr) per, (m) 
selección) (W(Cp) pe p,,, (ny Selección) 


Y.) |fcp)- fer lV(Q) <e. 


PEPM(R) QEPgm(R) 
QEP 


/ E "y 
Sean k, m > mo, sean (cp) pep, (ny (Cp) per, (n) Selecciones. Sea (Cp) pep,,, (1) 
selección. Luego: 


Ser) = SU (er) pera) 


| E 14ro- Y seve) 


QEP tem (R) PEPm(R) 
Y Y 1G9vO- Y fe Y va) 
PEPM(R) QEPim(R) PEPM(R) QEPtem(R) 
QEP QEP 
< Y Y |f(c9)-Flep)[V(Q) 
PEPM(R) QEP rm (R) 
QEP 
< €. 


y análogamente 


CA E 


[S(f, (er) peri) — SC (depen)! 
< |S(£, (er) perry) = SUS, (cg)aermro)| 


+ |8(, (¿¿)germtm) — SU (dle)! 
E ZES 


3.2. INTEGRAL DE RIEMANN EN JR? 15 


(=) Sea e > 0. Por hipótesis, (3mpy € IN/(Vk,m > mo)V(cp) per, (1) 
selección) (V(cp) pep, (q, Selección) 


sf, (Cp) rer,(m)) Sh ler per) < e 


Sean k € IN, m > mo, sean (cr)pep, (ny (Cp) per,,,(n) Selecciones. Para 
P € Pa (R) definamos cp = argmax[f(c9): Q € Pim(R),Q € PJUL (cry), 
cp = argmin[f (cy): Q € Pim(R), Q € PFUL[f(cr)). Luego 


Y) Dd le) Fer) [V(Q) 


PEPM(R) QEPgm(R) 
QEP 


< Y Y (fc B)- Fep))V(Q) 


PEPM(R) QEPem(R) 
QEP 


= Y, (Hej)- Hez))V(P) 


PEPM(R) 
=57 CS =S4, (CP) rern(r)) 
< €. 


] 

Posteriormente (teorema 4.11) probaremos que toda función continua so- 

bre un rectángulo es uniformemente continua en él. En realidad lo probare- 

mos para conjuntos mucho más generales que rectángulos, llamados com- 

pactos. Esta propiedad se utiliza en la demostración de la siguiente proposi- 
ción. 

Proposición 3.3 Sea R C IR? rectángulo, f : R=> IR. Si f es continua en 


R entonces f es integrable en R. 


DEMOSTRACIÓN. Como R es compacto y f es continua en R se tiene 
que f es uniformemente continua en RR. Luego, para e > 0 arbitrario, (30 > 
0)/(Vz, y € R) 


lx — yl < $ | f(2) — H(y)|< e. 


Recurriremos al lema 3.1. Sea my € IN tal que (WP € Pm.) (Vx, y € P)l|x — 
yll <d. Sea m > mo, k € IN. Sean (cr) pep, (my (Cp) per, (1) Selecciones. 
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Por la uniforme continuidad se tiene que 


Y. d, |fco)= Fer) V(Q)<eV(R) 


PEPM(R) QEPkm(R) 
QEP 
a 


Proposición 3.4 Sea R C IR? rectángulo, f,g : R => IR funciones inte- 
grables, c € IR. Entonces 


1. (linealidad) f +cg es integrable en R y 


| t+o= f 1+of a. 


2. (monotonía) si (Vx € R)f(x) (2), entonces 


0 
Ji<fo 


3. |f| es integrable en R y 


DEMOSTRACIÓN. 


1. Sea e > 0 arbitrario. Sea my € IN tal que (Vm > Mmo)Vlcp) per, (1) 
selección) 


50 (cr) per,(r) — 1 SS 


50 (cp) per,,(2)) == E < €. 


Por otra parte, se tiene: 


S(f+«g, (er) pern(r) =5(f, (er) pern(r) +cS(g, (Cr) perm(r))- 
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Así, 


SF +c9, (Cr) pep,.(1)) — J dea 9) 


< 50, (errar) = f S(9 (er) per,(r)) =)s 
< (1 + le])e. 


+ (el 


Luego, por definición de integral de Riemann, se concluye. 


2. Es directo de considerar que en este caso se cumple que Vm € IN, 
V(Cp) pep, (1) Selección 


sf, (cp) Per (r)) < S(9, (CP) per (r)) 
y aplicar la definición de integral de Riemann. 


3. Veamos que |f| es integrable en R por medio del lema 3.1. 


En efecto, sea e > 0. Como f es integrable, por el mismo lema (3mpo € 
IN)(Vk € IN (Vm > mo) (Vler) perry» (Cp) pera, (n) Selección) 


Y. Y |fd)- er) V(Q)<e, 


PEPM(R) QEPkm(R) 
QEP 


Luego, sean k € IN, m > mp. Se sabe que (Vx, y € IR) 


[lx] — y) |< le — yl. 


Y. Y |lf(d)=111er)V(Q) 


PEPM(R) QEPrm(R) 
QEP 
< Y. Y |fíeo)- Fer)[V(Q) 
PEPM(R) QE Pem(R) 
QEP 
< €. 


En conclusión, |f| es integrable en R. Finalmente, se tiene 


E PEE 


78 CAPÍTULO 3. INTEGRACIÓN 


que, con la parte anterior, implica que 


fins f1</ 1, 
ETA 


Proposición 3.5 Sea R C IR? rectángulo, f : R=>1R. Si f es integrable en 
R entonces 


es decir 


V(BR) inf f(x Is | 1<vR ) sup f(x). 


DEMOSTRACIÓN. Basta notar que Vm € IN, V(cp) p¿ p, (7, selección 


V(8) inf $(2) < S(ler)pernm) S VB) sup S(2). 


3.2.3 Integración de sucesiones de funciones 


Proposición 3.6 Sea R C IR? rectángulo, (fren sucesión de funciones, 
fi: R => IR, que convergen uniformemente en R a f : R => IR. Entonces f 


es integrable en R y 


DEMOSTRACIÓN. Veamos que f es integrable en R por medio del lema 
3.1. Sea e€ > 0. Sea ky € IN tal que 


sup| f(x) Hilo) oe (3.1) 


De acuerdo al lema 3.1, sea my € IN tal que (Vk € IN)(Vm > my) (W(cp) 


(cr) per, (1) Selección) 


Y. Y [fulda)— filter) V(Q) < e. (33) 


PEPM(R) QE Prm(R) 
QEP 


PEPM(R)? 
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Figura 3.3: Ejemplo de que V(R) infrer fx) < ff 


Luego, sean k € IV, m > mp. Por la desigualdad triangular se tiene que 


Y. Y feo) Fer) IV(Q) 


PEPM(R) QEPgm(R) 
QCP 
< », », lfco)-fiwlco)|v(O 


PEPA R) a 
QEP 


+ Y) Y lfulea)—fwler)[V(Q) 


PEPM(R) QEPkm(R) 
QCP 


+ YY. Y |fuler)— Hep)|V(Q) 


PEPM(R) QEPgm(R) 
QCP 


y aplicando 3.1 y 3.2 se obtiene 


E e(2V (R) + 1). 
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En conclusión, f es integrable en R. Por otra parte, por la proposición 3.5 


[5-f1- [6-0 
s | 1 


< V(R) sup |fe(x) — F(2)l, 


TER 


Js = poo fo 


Ejemplo 3.2 Una sucesión de funciones integrables que converge puntual- 
mente a un límite que no lo es. Sea la numeración (40, q1,...  =[0,1]N Q, 
sea I =|[0,1] y las funciones f, f, : I > IR dadas por 


lo cual implica que 


a =J1 (5) € lar --- ns» 
de ) l (x, y) 4 Lite Ok 
ny ¿1 (131€ ,1JnQ 
di oa 


En I, se tiene que f,, converge a f puntualmente (pero no uniformemente) y 
cada f,, es integrable, pero f no es integrable. 


3.2.4 Extensión de la clase de funciones integrables 


Aún cuando la clase de funciones continuas es muy amplia, todavía no es 
suficiente para muchas aplicaciones. Así, a continuación veremos una condi- 
ción suficiente de integrabilidad un poco más débil que la continuidad, esto 
es, que una función sea continua salvo sobre la unión de grafos de funciones 
continuas. 

Recordar que el grafo de una función g : [a,b] > IR es 


grafo(g) =[(x, g(1)) € IR? : x € [a,b]). 


Intuitivamente, el lema siguiente nos dice que el grafo de una función 
continua tiene “volumen cero”. 
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Lema 3.2 Sea f : [a,b] => [c,d] continua. Denotemos R = [a,b] x [c, d]. 
Entonces 


lim Y” v(P)=0 


PEPM(R) 
Pnerato(g)40 


DEMOSTRACIÓN. Sea e > 0. Como f continua en [a,b] compacto, se 
tiene que f es uniformemente continua en [a, b] (teorema 4.11). Luego (30 > 
0)(Vz, y € [a, b)) 


la yl <3 >| f(x) — H(y)|< e. 
Así, escojamos my € IN tal que (b— aj(d — c)/my < e y 
(b— a)/my < ó. (3.3) 
Entonces, se cumple que (Vm > mg) 
y Vis Ni No NE E Par R) : PON grato(g) 40). 


m2 
PEPM(R) 
Pnegrato(9) 40 


Gracias a la uniforme continuidad y 3.3 
LP E PR): PON grato(g) H 0)|< "ao 


Así, Vm > My 


(b— aj(d —c) € 
2 dais me NE — c)/m +1) 
Pnerafo(g)40 
apa + Za 
< e(b=a+1) 


Para A C IRY acotado, se define el diámetro de A como 


diam(A4) = sup ||lx — yl|. 
ryEA 
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Figura 3.4: Diámetro de un conjunto A C IR? 


Proposición 3.7 Sea R = [a,b] x [c,d] € IR” rectángulo, f : R => IR 
acotada en R y continua en RÁ grafo(g), donde g : [a,b] —= [c,d] es una 
función continua. Entonces f es integrable en R. 


DEMOSTRACIÓN. Sea K € IR tal que (Vx € R) 
(2) |< K. (3.4) 


Recurriremos al lema 3.1. Sea e > 0 arbitrario. De acuerdo al lema 3.2, sea 
my € IN tal que (Vm > mpg) 


Y Vv(P)<e (3.5) 
PEPM(R) 
Pnerafo(g)40 


Denotemos Py, = [P € Pp(R) : PO grafo(g) = 0), Rí, = Upep. P. Como 
Rin) es compacto y f es continua en [;,, se tiene que f es uniformemente 


continua en R;,, . Luego (30 > 0) (Vx, y € Ri.) 


¡yl <d — | fl) — Fy)l < e. (3.6) 
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Sea mi > mg tal que (VP € P,,, (R)) diam(P) < 0. Sea m > mi, k € IN. 
Sean (Cp) porn)» (CP) per, (my Selecciones. Así 


Y). Y, |fco)-f(cr)|V(Q) 


PEPM(R) QE Prem (R) 
QCP 


= y, y | — f(cp)[V(Q) 


PEP MÍ DE e 
PCRs, QCP 


+ y Y [Hc4)— Her) |V(Q) 


PEPM(R) QEPrm (E) 
PER  AEP 


que, con 3.4 y 3.6, implica que 


<eV(R)+2K Y V(P 


PEPM(R) 
PERS 


y con 3.5 resulta 


< eV(R) + e18K. 


Corolario 3.1 Sea R = [a,b] x [e, d] € IR? rectángulo, f : R —> IR acotada 
en R y continua en RX Uj_, grafo(9;), donde g; : [a,b] —> [c, d] es continua. 
Entonces f es integrable en R. 


3.2.5 Teorema de Fubini 


El siguiente teorema expresa la integral de una función en 2 variables como 
la aplicación iterada de 2 integrales en una variable bajo hipótesis mínimas y 
permite escoger arbitrariamente el orden de estas integrales en una variable 
cuando la función a integrar es continua. 

La demostración la haremos en la sección 3.3 en IRY. 


Teorema 3.1 Sea R= [a,b] x [e, d] € IR? rectángulo, f : R => IR. 
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1. Si f integrable en R y (Vx € [a,b])f(x,-) integrable en [c, d], entonces 


ho= [8 sonana 


2. Si f continua en R, entonces 


[s=f(fremaya=f' (fra) ay 


Ejemplo 3.3 Para R = [0,1] x [0, 1], calcular 


/ a+ y 
R 
SOLUCIÓN. Por el teorema de Fubini, caso continuo, se tiene que 
1 o fp1 
| 2+s=] / 2 + y dy) du 
R o Jo 
1 211 
2 y 
pee 
a 
1 
= / 1 +2dx 
0 2 


1 
q? 


9 
6 


0 


Ejemplo 3.4 Veamos un caso en el que las integrales iteradas existen y son 
iguales, pero la función no es integrable. 


Consideremos el cuadrado unitario R = [0,1]? C IR? y la sucesión de 
cuadrados (R;),cpy contenidos en él dada por la figura 3.2.5. Dividamos 


cada R¡ en 4 cuadrados iguales RO RO, RO RO. Definamos la función 
f: R= IR dada por 


si (1, y) € int RO U int RO 
Hey) 75) si (1, y) € int RO U int RO 


0 en otro caso. 
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Figura 3.5: El dominio del ejemplo 3.4 


Para cada y € [0, 1] es claro que 


1 f(x,y)dx=0 


y análogamente para cada x € [0, 1] 


Luego, las integrales iteradas son ambas nulas, esto es: 


ff Aenaa= [| senara=o 
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Figura 3.6: La función del ejemplo 3.4 


Para convencernos de que f no es integrable, es suficiente ver que |f| no es 
integrable. En efecto, |f| está dada por 


> si (x%,y) € Ry 
Ls = V(Ry) ? 
ll y) li en otro caso 


Si |f| fuera integrable, como los [RR son disjuntos, se tendría que 


fua=E 1 


kElIN 


[sa 


con lo que |f| no puede ser integrable en RR. 


pero 


3.2.6 Integral en /R? sobre dominios generales 


A continuación extenderemos la definición de integral para considerar la in- 
tegración de funciones sobre algunos dominios un tanto más generales que 
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los rectángulos. 


Definición 3.3 Sea R C IR? rectángulo, AC R, f: A => IR. Denotemos 
fo: RAR a la función dada por, para x € R: 


FE EA 
10 = 4] EA. 


Si fo es integrable sobre R entonces se dice que f es integrable sobre A y: 


ffs 


Definición 3.4 Decimos que D C IR? es 


e de tipo 1 si y sólo si a,b € IR, 391,02: [a,b] —> IR funciones continuas 
tales que (Vx € la, b])p1(x) < pal) y 


D=((2,y) ER” :a<x<bó (0) <y< dala)), 


e de tipo 2 si y sólo si Je, d € IR, 31,12 : [c, d] + IR funciones continuas 
tales que (Vx € lc, di (1) < valx) y 


D=([(2,y) € IR*:c<y< d, (y) << vay), 


e de tipo 3 si y sólo si D es de tipo 1 y 2, 
e elemental si y sólo si D es de tipo 1 ó 2. 


Si R C AR? es un rectángulo y D CR es una región elemental entonces 
fo (dada por la definición 3.3) es continua en R salvo sobre la unión finita 
de grafos de funciones. Luego f,, f existe. 

En general, supongamos que tenemos una función f: AC R > IR con R 
rectángulo y A dominio del tipo 1, digamos: 


A=((a,y) ER” :a<zx<d,p1(1) < y < bola), 


con a,b € IR, f1,02 : [a,b] + IR funciones continuas. Entonces, gracias al 
teorema de Fubini (teorema 3.1), se tiene que: 


Ja [ [Osama 
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Figura 3.7: Dominio del tipo 1 que no es del tipo 2 y dominio del tipo 3 
Ejemplo 3.5 Calcular 
Jus + cos 1) dy dx 
E 


donde 


T=4(x,y) € R*:0<x7<7/2,0<y<w) 


SOLUCIÓN. Notar que T' es una región del tipo 1. Por definición se tiene 
que 


[ts + cos 1) dy du = / 1y(2%y + cos 2) dy de 
de 


[0,7 /2)? 


y, en virtud del teorema de Fubini: 


7/2 pr/2 
= 0 a Lr(1%y + cos 2) dy dz. 
0 0 
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Más aún, con la definición de 7": 


7/2 pz 

= / / (2%y + cos 2) dy de 
0 0 
7/ x 


2 ady? 


( 


dx 


y=0 


+ ycos 1) 


AA 
a 
Nm 
[dl 


y FYcos ada 
qp0 1/2 
= (y + cos + sen a) 


3.3 Integral de Riemann en /R* 


Las demostraciones que no se incluyen en esta sección son idénticas a las 
hechas en la sección 3.2, acerca de la integral de Riemann en /R?. 


3.3.1 Definiciones 


R C IR? es un rectángulo si y sólo si R = [a,,b1] x---x[a,, by] con a;, b; € IR. 
Para un rectángulo R = az, b1] x -- - x [a,,, b] se define su volumen como 


i=1 


Para m € IN, la m-equipartición del rectángulo R = [a;, b1] x- - - x[ap, b,] 
es [Li x--*x IL, : 1; € P¡,1=1,... ny con P; m-equipartición del intervalo 
[a;, b;],1=1,... ,n. La denotaremos Pi, (R). 

Dado un rectángulo R C IRY y m € IN, decimos que (cp) per,(a) es una 
selección (para Po (R)) si (WP € Pm (R))cp E P. 

Notar que cada elemento de una m-equipartición es un rectángulo y que 
una m-equipartición es finita, luego la siguiente definición tiene sentido: 
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Definición 3.5 Sea m € IV, RC IR? rectángulo, f : R => IR y una selec- 
ción (Cp) pep, (rn) Se define la suma de Riemann asociada a f Y (Cp) pep, (m) 
como: 


elas De HevtPr 


PEPM(R) 


Definición 3.6 Sea R C IRY rectángulo, f : R => IR. Decimos que f es 
Riemann integrable en R si y sólo si (35 € IR) 


SU (cr)peri) =5| <e 


para toda elección de los (Cp) pep, (1) 
S se llama integral (de Riemann) de f sobre R y se denota: 


18 


La integral de f también se anota: 


J 10 de: 


3.3.2 Propiedades Básicas 


Proposición 3.8 Sea R C IRY rectángulo, f : R => AR. Si f es integrable 
en R entonces f es acotada en RR. 


Proposición 3.9 Sea RC IRY rectángulo, f : R=> IR. Son equivalentes: 


e Ve > 0,3mpo € IN,Vk,m > mo, V(Cp) pep, qn) selección, VlCp) pep, (r) 
selección 


sf, (CP) pera) fer perm(r))| < 6 


e f es integrable en R. 


Proposición 3.10 Sea R C IR? rectángulo, f : R => IR. Si f es continua 
en R entonces f es integrable en R 
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Proposición 3.11 Sea R C IRY rectángulo, f,g : R => IR funciones inte- 
grables, c € IR. Entonces 


1. (linealidad) f +cg es integrable y 


| i+o= | 1+e fa 


2. (monotonía) si (Vx € R)f(x) < g[(x) entonces 


Jrsfo 
[As fm, 


Proposición 3.12 Sea RC IRY rectángulo, f : R=> IR. Si f es integrable 
en R entonces 


3. |fl| es integrable en R y 


V(R) inf f(x Js | t<vir ) sup f(x). 


TER ER 


3.3.3 Integración de sucesiones de funciones 


Proposición 3.13 Sea RC IRY rectángulo, (fren sucesión de funciones, 
fi: R => IR, que convergen uniformemente en R a f : R => IR. Entonces f 


es integrable en R y 


3.3.4 Extensión de la clase de funciones integrables 


Recordar que el grafo de una función yg : AC IRY > IR” es 
grafo(g) = [(x, g(1)) € RN? : zx € A). 


La demostración del siguiente lema es análoga a la del lema 3.2. 
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Lema 3.3 Sea R' C IRN"! rectángulo, f : R' > [a,b] continua. Denotemos 
R=R' x [a,b]. Entonces 


lim $ VPO 


PEPM(R) 
Pnerato(g)40 


DEMOSTRACIÓN. Sea e > 0. Como f continua en R' compacto, se tiene 
que f es uniformemente continua en /*. Luego (30 > 0)(Vzx, y € RR”) 


lx — yl <d >| f(x) — F(y)|< e. 


Así, escojamos my € IN tal que V(R)/mo < e y diam(P) < Ó, para cualquier 
P € Pn(R'). Entonces, se cumple que (Vvm > mg) 


y V(P)= CTS E PR): PO grato(g) 4 0)! 


PEPM(R) 
Pnerato(g)40 


VB) yv € 
E ds CER 
=eV(R”) + Yen 


< e(V(R) +1). 
| 
Proposición 3.14 Sea R' C IRN=! rectángulo, R= R' x [a,b] C IRY rec- 


tángulo, f : R => IR acotada en R y continua en RA grafo(g), donde y : R' => 
[a, b] es una función continua. Entonces f es integrable en R. 


Corolario 3.2 Sea R' C IRN=! rectángulo, R= R'x [a,b] C IRY rectángulo, 
f: R=AR acotada en R y continua en RA Uf_, grafo(g9;), donde q; : R' => 
[a, b] es continua. Entonces f es integrable en R. 


3.3.5 Teorema de Fubini 


Lema 3.4 Sea RC IRY rectángulo, f : R=>1R, m € IN. Si f es integrable 
en R entonces 


Y) V(S) inf f(2) </5s 2 va ) sup (e). 


SEP m*(R) SEP» ges: 
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DEMOSTRACIÓN. En efecto, es claro que Vx € R 


Y) 1s(0) inf f(0)<f()< Y, 1s(2)supf(o). 


ES 
SEP (R) SEP (R) 26S 


Integrando se concluye la desigualdad buscada, notando que para S € P,+ (KR) 


se tiene 
R S 


Teorema 3.2 Sean N, M € IN, AC IRY, BC IRY rectángulos, notemos 
R=AxBCIRYN*Y rectángulo. Sea f : R=> IR. 


1. Si f integrable en R y (Vx € A)f(z,-) integrable en B, entonces 


Ji=[] semana: 


2. Si f continua en R, entonces 


| 1= [1] semina= [ (f Kemao) dy 


DEMOSTRACIÓN. La segunda parte es consecuencia directa de la primera, 
en virtud de la proposición 3.3. Probemos la eN parte. 

Definamos la función / : A > IR dada por I(x e x,y)dy. Luego 
basta probar que / es integrable en A y 


ffs 


En efecto, sea e > O arbitrario. Por una parte, por definición de integra- 
bilidad, (3mo € IN)(Vm > mg) 


fs- E, Mov Q)<: (3.7) 


QEPMÍ 


para toda elección de los e 
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Por otra parte, sea m > Mo, (COrorernía) selección arbitraria. Notar 
que 


PakR) = [Qa X Qe : Qa SS Perl), Qe € Pa B) 


Consideremos la selección (Deer (a dada por (para Q4 € Pm(4),Qp € 


Pan (B)) CarxQp = (co, y*), con y* tal que Hebron) > SUPyEOp Fco, y) 
e. Así, en virtud del lema 3.4 se tiene que 


Y Ica) V(Qa)- Y Fc)V(Q) 


QAEPM(A) QEPM(R) 


ES y sup cor YV(QA)V(Q 3) 


QAEPm(a) YSB 
QBEPM(B) 


- Y Faro V(QA)V(Q) 


QAEPM(A) 
QBEPM(B) 


= Y (sup cor 0) — Faro VQ V (Qs) 
Sart) 


< eV (BR). 
Combinando con 3.7 se obtiene: 
Y Mayv 0) / tsedV(B +1) 

QAEPMÍ(A) E 
Escogiendo CI tal que f(co,x04) < Mfyeos Fco, y) +e, un cálculo 
análogo permite obtener: 

(VB) +1DS Y] Hcoyvi0-/ 1 

QAEP (A) ds 

En conclusión, 


[E 


QAEPM(A) 


Io vi0)= [15 vin +1) 
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Ejemplo 3.6 Calcular f,, f con B = [0,1] x [0,10] y f(x,y,2,t) = t(a? + 
2,2 
y +2). 


SOLUCIÓN. En virtud del teorema de Fubini 


10 1 1 1 
Sl l 0) 3 t(1? + y?+ 22) de dy dz dt 
B o Jo Jo Jo 
10 1. 1 q 
= dl / ' UG +tyx +tx) 
o Jo Jo 
10 1 1 t 
/ ' [| Grrr+i2aydzas 
o Jo Jo 


10 pl ME 
(24 41% +t2y) 
/ 0.3 3 


4 
dy dz dt 
x=0 


1 
dz dt 
y=0 


10 1 É É 
/ (2+5+t2) dz dt 
0 0 3 


3 
10 
le t dt 
0 


=50 


3.3.6 Integral en /RY sobre dominios generales 


Definición 3.7 Sea R C IRY rectángulo, AC R, f: A >1R. Denotemos 
fo: RAR a la función dada por, para x € R: 


Moo EA 


Si fo es integrable sobre R entonces se dice que f es integrable sobre A y: 


filo 


Definición 3.8 Decimos que D C IR? es 


e de tipo 1 si y sólo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta: 
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— 3Ja,b € IR, 3p1,02 : [a,b] => IR funciones continuas, 3y1, ya : 
D' > IR funciones continuas tales que 


D=41(2,y,2) € R?*:a<x<b, 
pi(x) < y < da[z), 
mí(zx, y) pl Z E vlzr, y)h, 


donde D'=4(x2,y) € IR?*:a<x<b,0 (2) <y< drla)), 


— Je,d € IR, 31,2 : lc, d] > IR funciones continuas, 3Fy1, Ya : 
D' > IR funciones continuas tales que 


D=((2,y,2) € IR”: 


donde D' =4(2,y) EIR?:c<y< d,vi(y) < 7 < vay), 


e de tipo 2 si y sólo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta: 


— 3a,b € IR, 3p1,02 : [a,b] => IR funciones continuas, 3y1, ya : 
D' > IR funciones continuas tales que 


D=(f(2,y,2) € R*:a<zx<b, 
bx) <z< pal), 
nir,z) <y < qíz, 2)), 


donde D' =4 (2,2) EIR?*:a<x<bjp(x)<z< dalx)), 


= Je,d € IR, 341, Y : le,d] > IR funciones continuas, Fy1, ya : 
D' > IR funciones continuas tales que 


donde D' =[ (2,2) ER*:c<2<d, ly) << via), 


e de tipo 3 si y sólo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta: 
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— 3Ja,b € IR, 301,02 : la,b] > IR funciones continuas, 3y1, Ya : 
D' > IR funciones continuas tales que 


D=X(x,y,2) € IR” :a 


donde D'=4(y,2) €IR?*:a<y<b,01(y) < 2< dal(y)), 


— Je,d € IR, 31,2 : le,d] > IR funciones continuas, Fy1, Ya : 
D' > IR funciones continuas tales que 


D=41(2,y,2) € IR? : 


donde D'=4(y,2) E IR?*:c<2< d,Yi(z 


_ 


ES Y < valz)), 
e de tipo 4 si y sólo si D es de tipo 1, 2 y 3, 


e elemental si y sólo si D es de tipo 1,26 3. 


Si RC IRY es un rectángulo y D CR es una región elemental entonces 
fo (dada por la definición 3.7) es continua en R salvo sobre la unión finita 
de grafos de funciones. Luego f,, f existe. 


Ejemplo 3.7 Sea W C IR3 la región comprendida entre los planos x = 0, 
y =0, 2 =2 y la superficie 2 =x*+y?. Calcular f,,, x. 


SOLUCIÓN. ¿Cómo describir el conjunto W? Podemos describirlo como 
un dominio de tipo 1, es decir: 


W=((0,y, 2) €R?*:0<r<vV20<y<v2-2 1 +y<z2<2). 
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Luego, gracias al teorema de Fubini (teorema 3.2) se tiene: 


vV2 pv2za? p2 
asi 0 J zx dz dy dx 
W 0 0 22+y2 


v2 pv2-a? 

= J' ll 22 — x(1? + y”) dy dx 
o Jo 
v2 


= 7 (2xy — a%y — 23) 
0 y=0 


v2 
dl 
= J x(24/2— 1? — iy 2— q? — ga a) de 
0 


v2 
Sl 202292) de 


y, haciendo el cambio de variable u = 2 — a?: 


Ejercicio 3.1 Hallar el volumen de la región acotada por los paraboloides 
2=13+Y4 y2=10-2u? — 2y?. 
3.4 Teorema del cambio de variable 


Recordemos que en el caso de una variable se tiene que si a : [a,b] => [e, d] 
es biyectiva (más algunas hipótesis adicionales) entonces 


d 07d) 
[som [1 
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Equivalentemente podemos escribir: 
fra] Hoyas 
0([a,b]) [a,b] 


Nuestro propósito es extender esta fórmula a varias variables. Vamos a 
comenzar con la transformación más simple, la lineal. Sea T : D = [0,1]? => 
DST, A(7) con A € M2 (IR) 


(a +b,c+d) 


Figura 3.8: Cambio de variable, caso de una transformación lineal 


Se tiene que V(D) = 1 y 


V(D*) = V(D) [det A]. 


Es fácil ver que una fórmula análoga se cumple para cualquier rectángulo en 
IRY. Más aún, para f : D* > IR, de acuerdo a la definición de integral de 
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Riemann es razonable escribir lo siguiente: 


O A 


PEPM(D) 


e lim Y f(T(cp))V(P) [det A| 


PEPM(D) 


= [ foT letal 
D 


Para una transformación más general (no lineal), se puede pensar que la 
diferencial nos da una aproximación lineal de la transformación en torno a 
un punto, luego es razonable pensar que el jacobiano de la transformación 
desempeñará el papel de la matriz A en la fórmula más general. En efecto, 
se tiene el siguiente teorema (para los detalles, véase la sección 5.5): 
Teorema 3.3 (Teorema del Cambio de Variables) 


Sea Q v-medible y f : U => V un difeomorfismo, CU. Seag: f(Q) > IR 
v-integrable. Entonces go f : Q => IR es v-integrable y 


/ 9(x)da = I 9(£(y)| det DF (y) dy 
F(0) o 


La demostración del teorema del cambio de variable se hará posterior- 
mente (teorema 5.7). 


Ejemplo 3.8 (integral en coordenadas polares) Calcular 


/ log(2? + y?) di dy 
a 
donde 


C=4(2,y9:04<x+y<b,x>0,y> 0) 


SOLUCIÓN. Vamos a considerar el cambio de variable 


x=rcosó 


y = rsenW 
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es decir, la transformación T'(r, 0) = (rcos 6, rsen0). Notar que: 


cosó —rsen0 
DT(r, 0) = e rcosó | 
y así: 
det DT (r, 0) =r. 
Denotemos 
DETAO) 
=((r,0) E R*:a<r<b,0<0<r/2) 
= a, b] x [0, 7/2]. 


Luego, en virtud del teorema del cambio de variable : 
/ log(1? + y?) dx dy = / log(r?)r dr d0 
T(D) D 


y, con Fubini: 


db pr/2 
/ log (7?)r dr d9 
a 0 
r1 [% 


== 1 
53). 08 s ds 


= 70 log b* — d* — a? loga? + a?) 


3.5 Aplicaciones 


3.5.1 Centro de masa 


Sea D C IR? una placa y p : D > IR la densidad (de masa). Entonces la 
masa total de la placa está dada por: 


lf,: 
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y las coordenadas (7, Y) del centro de masa de la placa están dadas por: 


_ SS votz,y) dy dz 


E M 
SS uplz,y) dy dx 
E RRE 


El caso tridimensional es análogo. 


3.5.2 Momento de inercia 


Sea W C IR3 un sólido de densidad p : W —= IR. Entonces los momentos de 
inercia están dados por: 


AS ne plx,y, 24? +2) dz dy dz, 
EAS LD plz, y, 2) (2? + 2) dz dy de, 
LoS 1. p(x, y, 2J(2* + y?) dz dy dz. 


Ejemplo 3.9 Hallar el centro de masa de la región W comprendida entre el 
plano xy y la semiesfera 2? + y? + 2? =1, 2 > 0, de densidad p(x,y) = 1, 
V(z, y) € W. 


SOLUCIÓN. En primer lugar, por simetría 7 = y =0. 
Para calcular Z, vamos a hacer un cambio de variable a coordenadas 
esféricas: 


x= rsengcosó, 
y = rsen psenO, 


2 =TCcosó. 


/ 2=/ r.cos q [det DT!|. 
w T-1(w) 


senpcosd rcospcosó —rsen psen O 
DT(r,0,0) = |[senósend rcospsenó  rsenógcosó 
cos h —r sen Q 0 


3.6. COMENTARIOS ACERCA DEL CAPÍTULO 103 


det DT (r, 9,0) = (-1)***(—r sen 6 sen 0) (—r sen? 6 sen O — r cos” ¿sen 0) 
+ (-1)%(r sen 6 cos 0) (—r sen? d cos 9 — r cos” $ cos 0) 
= r?sen ¿sen? 9 + r? sen p cos? 9 


= 1” sen d. 


Combinando lo anterior: 


1 p2r pr/t 
/ a 0) / (r cos p)r? sen q de d0 dr 
w o Jo Jo 
yA 1 7/4 


2 | sen $ cos $ do 


_ asp lr 

MA 

_ RT 

=> 

Luego 
ta 
e reir 
32 16 


3.6 (Comentarios acerca del capítulo 


3.6.1 Extensión de la integral de Riemann 


Algunos de los problemas que presenta la integral de Riemann son que, para 
ciertas aplicaciones, no integra una familia suficientemente amplia de fun- 
ciones y que los teoremas de convergencia poseen hipótesis muy fuertes (con- 
vergencia uniforme en el caso de la proposición 3.13). Una construcción difer- 
ente, basada en la teoría de la medida, la constituye la integral de Lebesgue, 
que integra una familia mucho más amplia de funciones y cuenta con un 
teorema de convergencia basado en la convergencia puntual. 
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3.7 Ejercicios 


Ejercicio 3.2 Sea R C IRY rectángulo tal que V(R) > 0 y suponga que 
f: R => IR €es continua en R. Suponga que para toda función continua 


g: R= IR se tiene 
J 1s=0 
R 


Ejercicio 3.3 Calcular el volumen en IR? de 


Pruebe que f =0 en R. 


F = ((01, 22, 93, La, T5) dE + 2% +23 5 1,2% + x% <a 


Ejercicio 3.4 Pruebe que la integral de Riemann de una función en IRN es 
ÚNICA. 


Ejercicio 3.5 Suponga que F C IRY para N > 2 y que f : R>AR es 
Riemann integrable en F. Muestre que f puede ser no acotada en E. 


Ejercicio 3.6 Sea el rectángulo R = [0,1]? C IR? y la función f : R => IR 
dada por: 


1 six es trracional, 
FL, y) == 4 8 % é 1 
y? six es racional. 


1. Muestre que ES f Fx, y) dy dx existe y vale 1. 


2. Muestre que Le f no existe. 


Capítulo 4 


Elementos Básicos de Topología 


4.1 Normas, espacios normados 


Definición 4.1 Sea E un espacio vectorial. Una norma en E es una función 
que satisface las siguientes propiedades: 


I-[]: E > ¿Ry U (0) 

Lil =0Se=0 

2. lax|| =]/Allell VAE R,Vx e E 

3. lle+yl < llell +llyll Vz,y € E (Desigualdad Triangular) 
Al par ordenado (E, || - ||) se lo conoce como Espacio normado. 
Ejemplo 4.1 En /R” podemos definir muchas normas: 

1. Norma euclideana llalla = y17+---+22 

2. Norma 1 |x| =|xu1 | +---+|2p) 

3. Norma infinito o uniforme llull. =max[lx;|,1 € (1,2,...,n)P) 

4. Norma p llull, = (211 +---+ xn]? para 1 <p<oo 


Demostrar que || -|l2, ||-l1 y ||-lloo satisfacen efectivamente las propiedades 
de una norma es tarea sencilla. Un poco más difícil es ver que || - ||, con 
l<p<oo0 es también una norma. 


105 


106 CAPÍTULO 4. ELEMENTOS BÁSICOS DE TOPOLOGÍA 


Ejemplo 4.2 Si E = [f : [a,b] => IR/fes continua) = Cla,b] entonces 
definimos 


IF llo : E => RULO) 


llos = sup |f(x) 


xEla,b] 


Ejemplo 4.3 En P = [polinomios de /Rj definimos 


lpll = [p(1)| + [p(0)| + Ip(=1)| 


lo anterior no es una norma pues no satisface la condición 1 de norma. 
En Pa = [polinomios de grado 2) si es norma. 


En un espacio vectorial E podemos considerar diferentes normas. 


Definición 4.2 Normas equivalentes. 
Dos normas || - ||, y || - ll2 en E se dicen equivalentes si existen constantes Cy 
y Ca positivas tales que: 


c1ljalli < llcllo < collx1,. 


Observación 4.1 La relación ser equivalente a es una relación de equiva- 
lencia. 


Cuando a la estructura de espacio vectorial se le agrega una norma, se 
le dota de propiedades topológicas. Veremos más adelante que si || - ||; y 
[- [l2 son normas equivalentes en E entonces (E, || -|l,) y (£, || -[l2) tienen las 
mismas propiedades topológicas. 


Definición 4.3 Dados dos puntos x,y € E definimos la distancia entre x e 
y por: 
d(x, y) = lx — yl 


Observamos que la noción de distancia entre dos puntos depende de la norma 
considerada. 
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Ejemplo 4.4 En Maxm(1R) definimos dos normas 


Allo. = max |as;| 
2,) 


All => as! 
id 


23 6 7 
sia= (y ;) 7 5= ( 0) 


—4 -—4 
lA Blloo=1(=4 75) llo=a 


[A — Bll, =16 


4.2 Conjuntos abiertos, cerrados 


El conjunto básico con el cual definimos la topología de un espacio normado 
es 
Bízxo0,e) = lx € E/llx — xoll < e) 


que recibe el nombre de bola abierta de radio e y centro zo. 


Definición 4.4 Un conjunto A C E se dice abierto si: 


Vx € A, e > 0t.q.B(x,e) C A. 


Definición 4.5 Un punto x € E es interior a € si existe e > 0 tal que 
B(x,e) CC. 


Proposición 4.1 Un conjunto es abierto < todos sus puntos son interiores. 
Proposición 4.2 (Propiedades de los abiertos) 

1. Si 41,4>,... , A, son abiertos entonces N;_, 4; es abierto. 

2. Si (A; hier es una familia de abiertos entonces Ujer A; es abierto 


3. E es abierto,d es abierto 
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Observación 4.2 SeaT = [A C E/A es abierto) , 7 se conoce como topología 
en E gracias a que satisface las propiedades 1,2 y 3 de los abiertos. 


Definición 4.6 Sea A € E.Un punto x € E se dice punto de acumulación 
de A si 
Ve>0 AnN(Blx,eNixj) 4 9. 


Observación 4.3 Para ser punto de acumulación de A no es necesario pertenecer 
a A. Por otra parte, no es suficiente estar en A para ser de acumulación 


Ejemplo 4.5 
e Sea A=(0,1).Entonces x =0 es punto de acumulación de A. 


e Sea A=(0,1)U(3).Luego r =3 € A, pero x no es punto de acumu- 
lación. 


Definición 4.7 AC E es cerrado si A contiene a todos sus puntos de acu- 
mulación. 


Teorema 4.1 ACE es cerrado > A" es abierto. 


Demostración:(=>) Supongamos que Á es cerrado. Sea 1 € A", entonces zx 
no es punto de acumulación de A, por lo tanto existe e > O talque 


An(B(o,eMtoj) =0 


pero esto es equivalente a B(x,e) kx] € A* y como además x € AS, tenemos 
que B(x,s) € A", y por lo tanto 4" es abierto. 

(<=) Supongamos ahora que 4* es abierto. Sea x € E punto de acumulación 
de A. Debemos demostrar que x € A. Por contradicción, si x € A“, como es 
abierto,Je > O talque 


Bíx,e) CA=> Blx,e NA=09=> Bl. MirinA=p =>< 


tenemos una contradicción, pues es punto de acumulación de A. Por lo 
tanto x € A. 


Teorema 4.2 Sean || - ||; y || - ll2 dos normas equivalentes en el espacio E. 
ACE es abierto en (E, || -||1) S A es abierto en (E, || - ||2). 
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DemostraciónRecordemos que existen constantes cy > 0, cz > 0 tales que 
crljal], < llrl]2 < collel], Vx € E. 


Supongamos que A C E es abierto en (E, || - [|).Sea x € A, entonces existe 
e > 0 tal que 


ty € E/ lx —ylhi <ej CA 


pero entonces 
ty € E/ llz — ylla < cuej E ly € Ef lle — ylh <ej € A 
o sea, encontramos ec, > 0 tal que 
Bi, (70,801) E A 


Asi que todos los puntos de A son interiores con la norma || - [l, > A es 
abierto en (E, || - 2). (<S) Ejercicio. 


Observación 4.4 Todas las nociones que se definan a partir de los conjuntos 
abiertos de (£, || -|]) quedan inalteradas cuando se cambia || - || por una norma 
equivalente. 


Definición 4.8 Sea AC E. Definimos los siguientes conjuntos 


der(4) = [x € E/x es punto de acumulación de A) 
(derivado de A) 


adh(A4) = AUder(A4) = AU[x € E/x es punto de acumulación de A) 
(adherencia o cerradura de A) 


int(4) = [x € A/x es punto interior de A) 
(interior de A) 


Er(4) = adh(A)int(4) 
(frontera de A) 
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4.3 Sucesiones. 


En el estudio de la topología de un espacio normado, un rol muy importante 
es jugado por las sucesiones. 


Definición 4.9 Una sucesión en el Espacio vectorial E es una función 


N > E 
n > In 


y se anota usualmente como [tr knen- 
Una sucesión [Ln men converge a x si 
€ 


Ve > 0, INE WN tq lx. — xl <e, Wn>N 
Observación 4.5 El límite de una sucesión, cuando existe, es único. 


Definición 4.10 (Sucesión de Cauchy) 
Una sucesión (Zn nen se dice de Cauchy si Ve > 0 existe m € IN tal que 


lx. — ml <e Vn,m> N 


Observación 4.6 Las nociones de sucesiones convergentes y sucesiones de 
Cauchy no cambian ante el cambio por normas equivalentes. 


Proposición 4.3 Toda sucesión convergente es sucesión de Cauchy. 


Demostracion:Ejercicio. 
Notar que la recíproca de la proposición anterior puede ser falsa. 


Ejemplo 4.6 En Q? usamos la norma euclideana. La sucesión definida por 


0 = (1 Y) 


es de Cauchy pero no converge en () ?. 


Ejemplo 4.7 En C([-1,1]) dotado de la norma 


IN = ' Gold 
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consideramos la sucesión 
fate) =4 


Supongamos sin perdida de generalidad que n > m 


1-(1-1P x>0 
-1+(1+2) x<0 


A 0 
did E O 
; 0 
= [a-ayiaayor—1jdo+ f aran 1 
0 -1 
1 0 
< / E a 
es decir, 
= RR A 
(62 Fill ES min[n, m) + 1 


por lo tanto [f,) es de Cauchy. Pero [f,) no tiene limite en C([—1,1]) En 
efecto, supongamos que existe la función límite que llamaremos f. Entonces 


[lfn — 4h 50 


IE fis se 


1 
/ Maia ES Yecla 


Como 
entonces 


tomemos a € (0,1). Como en [a, 1], f,, converge uniformemente a 1, entonces 
1 
il |L— flde=0=> f=1 en [a,1] Va e (0, 1] 
a 
por lo tanto f(x) =1 Vx € (0,1]. Análogamente f(x) =-—1 Va € [-1,0) 
concluimos asi que f no puede ser continua. 


Definición 4.11 (Espacio de Banach) 
Un espacio vectorial normado E se dice Espacio de Banach s3 toda sucesión 
de Cauchy en E converge en E, es decir 


En hen E E, es de Cauchy >3J2*€E,tqt. 3 «* 
Í Ine y Y , 1.Q 


en este caso E también recibe el nombre de Espacio vectorial completo 
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Ejemplo 4.8 (IR, |-|). En /R toda sucesión de Cauchy es convergente. Esto 
es una consecuencia del axioma del supremo. 


Ejemplo 4.9 (IR”,|| - |,) es un espacio de Banach. En efecto, si [tx ren E 
IR” es una sucesión de Cauchy, entonces 


Ve>0 INENtg. lti—uillo<e Vk,l> N 
lo que implica que 
lri—al<e Vk,l>N Vi€(l,...,n) 


donde x', es la i-ésima componente de zz. Por lo tanto la sucesión Ñ 
es de Cauchy en IR y en consecuencia converge. Denotemos por x* su límite. 
Tenemos asi que dado e > 0 existe N, que satisface 


ld—al<E vk>N; 


yn 
escogiendo N = mazxíN, /i € ([1,..,ny) y llamando z al vector (x!,.., 2") 


tenemos finalmente que 


Y ri ae Vk>N 


i=1 


[74 — 22 = 


es decir la sucesión 1, converge a 1 en /R” 
Observación 4.7 Es fácil ver que 
Tx — 2, en, (Ro) Si —ua Wefl,.,n) 


Ejemplo 4.10 (Maxm(IR), || - la.) es completo. Sea [Az ren una sucesión 
de Cauchy. Entonces Ve > 03N € IV tal que 


[14% — Aylloo <eE€ Vk,l >N 


es decir, 


k l 
max |a,. — 0; | < € 
1<ión | 0%) ij 
1<j<m 
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en consecuencia cada una de las sucesiones Las; Hremn son de Cauchy en /R. 
Cada una de ellas converge entonces a un límite que denotamos a;¿. De esta 
manera, dado e > 0 3N;¿ > 0 tal que 


las, 0 <e VWk> Ny 
escogiendo N = max[N;¡ /1 € 41,..,ny,j € X1,..,m)), obtenemos 


max las, —0ajj]l<e WVk>N 
1<j<m 
o sea, si A= (aj) 
[Ag = Allo <e Vk>n 


por lo tanto Az —> A. El espacio de matrices de dimensión n x m con la 
norma || - [l., es un espacio de Banach. 


Ejemplo 4.11 (C([a, b], IR), || - l.,) es un espacio de Banach. Sea [fa nen 
una sucesión de Cauchy. Dado e > 0, IN € IN tal que 


Mie = Allo = úb: fr)= Je) E Mk LdN 


x€la,b] 
en particular, para cualquier x € [a, b] se tendrá que 
fla) fla) <e Vk,l>N 


es decir, Vz € [a, b] la sucesión [ f. (1) nen es de Cauchy en IR, y por lo tanto 
converge a un límite que llamaremos f(x) 


¿Jim fate) =$(2) 


De esta manera, hemos definido una función f : [a,b] + IR. Probaremos que 
esta función es el límite de la sucesión ( f, ) en C([a, b], IR). 
Teníamos que dado £€ > 0, IN > 0 tal que 


f(x) = fi(x)| <E€ Vk, l > NVI € [a, b] 
lo que implica que 


filo) — fla) <e Vk>N Voz € [a, b] 
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y entonces 
If. — Fllo <e Vk>N. 
Con esto hemos probado que 
LOS 
es decir, f es el límite uniforme de las funciones continuas f,. Para concluir 


la demostración de que (C([a, b], IR), || - .,) es Banach debemos probar que 
f es continua. 


Proposición 4.4 El límite uniforme de funciones continuas es una función 
continua. 


Demostración: Sea Á fainen una sucesión de funciones continuas en [a, b] 
que converge uniformemente a una función f. Sea zo € la, b] y e > 0, entonces 
existe N tal que 


€: 
ls Jo <S Vk>N 


en particular tendremos que 


Ana) — (0) < 7 Va € [a, Y] 


pero fy es una función continua y por lo tanto 38 > 0 tal que si [1 — tp] < 4 
entonces 


€ 
fw(z) — fwlzo)l < 3 
Con todo esto obtenemos que si [1 — xp] < d 


fu) — feo), < 1f)— fulo)l + [fw(u) — fulzo)! + |fw (zo) — fzo)! 


< E 
e DS 


es decir, f es una función continua. 
Con esto concluimos que (C(a, b], IR), || - l.,) es un Espacio de Banach. 


4.4 Contracciones y Teorema de Punto Fijo 


Problema 1: Encontrar una solución a: 


Ml = (84) 


u(to) =u0 
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Este problema es equivalente a 
u(1) =u + IS Fs, u(s))ds 
zo 
Supongamos que f : IR x IR —> IR es continua, entonces 


T : C([xo0 —a,to+al, IR) => C(lxo— a, Lo + a], IR) 
u o w+ [ Hómuls)as 


está bien definida y el problema original es equivalente a encontrar u tal que 
u=T(u) 


que recibe el nombre de Problema de punto fijo 
Problema 2: Dado F'" : IR" > IR” encontrar solución a: 


Fla) =0. 
Este es un problema de punto fijo, pues se puede escribir 
x=x+HF(x) 


T: IR > IR" 
x > x+F( 2) 


y por lo tanto el problema original es equivalente a 
L= 


En diversas áreas de la ingeniería es común encontrarse con problemas donde 
se quiere resolver 
u=T(u), cnT:E>E 


o bien TT: K > K en que K C E es un subconjunto cerrado y E es un 
espacio de Banach. 


Definición 4.12 T': K > K se dice contración si existe una constante C , 
0O<c<l1 tal que 


[T(v) - T(w)]| < cllu—=vu!| Vu,veK 
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Teorema 4.3 (Teorema del Punto fijo) 
Sea E espacio de Banach, K C E cerrado. SiT : K > K es una contracción, 
entonces existe un y solo un punto fijo de T' en K 


lx SK. Pl) =% 


Demostración Veamos primero la existencia. El método de demostración 
es constructivo. 
Sea ty € K cualquiera. Consideremos la sucesión [2 nen definida por la 
recurrencia 

LCk+1 = T(x), ke IV 


Demostremos que (tr nen es de Cauchy. 

Ple) = Pla)! 
| 

cP (042) = Tleio)!l 


Cd y-2 — £1-ol| 


[xy = 1] 


INIA TIA 


supongamos, sin perdida de generalidad que k > 1. Si repetimos el proced- 
imiento anterior, obtenemos 


[x= el] < e"lizg1 — zo 


en particular 
[2241 — xo] < ellizr — zo 
Entonces podemos escribir 
ls will < (lts — 24a ll + ll061 — Chal] ++ c++ loci — al 
(EL A 4 el) l[21 — tol] 


A 


es decir, 


00 


y Cllw1 = zol| 


i=l 


00 
= ¿(0 0)llz — zo 


1=0 


IA 


lle 24] 


1 


= cc A 


l—-c 
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Por lo tanto (2n hen es una sucesión de Cauchy en E, luego tiene un límite 
7 E E y como K es cerrado entonces Z E K. Por otra parte, si T' es 
contracción, es continua (ejercicio), por lo que tomando límite en la ecuación 
Lk+1 = Tx, obtenemos que 


z=TG 
es decir, 7 es un punto fijo de 7”. 


Veamos que es único. Supongamos que 7” tiene dos puntos fijos, x = Tx e 
y = Ty, entonces 


llx — yl] = [Pz — Tyl| < cljz — yl 


y como 0 < c< 1, no queda otra posibilidad más que x = y. 


Ejemplo 4.12 (Teorema de existencia de soluciones para EDO) 
Volvamos al problema original. Si f : IR x IR —> IR es continua y satisface 


|£(s,u) — f(s, v)| < Klu— v| 


entonces si z > Lo 


Tu) -Tlo)l = | / fsyu(s)) — Fs, v(s))ds| 


E Fs, u(s)) — Fs, vts))lds 


IA 


£ fut 


Kllu— vlloa 


IA 


si x < xy se obtiene el mismo resultado, luego |[7(u) —T(w)lla < Kallu—=vlloo 
para toda u,v € C([tpy — a, zo + aj). Si Ka < 1 entonces, gracias al teorema 
del punto fijo de Banach, existe u € C([ty — a, 2y + a]) tal que 


u=T(u) 


y este u es único. 
Para encontrar una solución se puede iterar, reproduciendo la demostración 
del teorema de punto fijo de Banach. 


Un+1 


Tun 
nel) = + fases 


este método para encontrar la solución recibe el nombre de Método de Picard. 
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Ejemplo 4.13 (Existencia de soluciones de una ecuación) 
Consideremos el sistema de ecuaciones 


1 
z a cos(1 + y) 


1 
y =In(1+2?+y2)+5 


3 


este es un problema de punto fijo: (x, y) = T(x, y) con T' : IR? > IR definida 
por 


1 1 
TY) = 5 cos(1 + y), 3 In(1 +2? + y?) +5) 
Vamos a demostrar que T' es contractante. Como consecuencia, gracias al 
teorema del punto fijo de Banach, tendremos que el sistema de ecuaciones 


tiene una y solo una solución en 1R?. Para ello recordemos el teorema del 
valor medio: Sea f : IR” > IR diferenciable, entonces 


K0-H09= | VIt+0-09) (0d 


lo que implica que 


Fc) — Fly)! 


IA 


[ivstz+a—ople ate 
mas (IVC + (O) 


IA 


Supogamos que |V f(2)[| < K para todo z € IR”. Entonces |f(x) — 


Fy)| < Kllz — yl. 
Apliquemos esto a nuestro problema. Si 7, (2, y) = (1/2) cos(1 + y) entonces 
1 


Mis 1. 
[VT.(2,9)11=[Egsin(e +9), —3in(2 +9) < 
E 
v2 


Para Ta(x, y) = (1/3) n(1 + 2? + y?) + 5 hacemos lo mismo: 


> [Tile, y) = Ti (2,9) < Flo, y) — (3, 9)1 


1 27 2y 
VI2(x, ALS CE 


Ms AA» 
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la función f(2) = 2/(1 + 2%) alcanza su máximo en z = 1 (ejercicio) y su 
máximo es 1/2. Por lo tanto ||VT»(x,y)l| < V2/3 lo que implica 


Snes pon/a 0 
Ta(o,y) - Tea, 71 < Lito y) (2,9) 
Concluimos entonces que 


[Tle, y) - T(z, Dl 


L(o, y) = Tie, 9))” + (Dalz, y) = Talz, y) * 


< Ple) 6D) 


es decir, T' es contractante pues y/13/18 de 

Ejercicio 4.1 Determinar para qué valores de a y b la función 
T(x,y) = (acos(x + y), bln(1 +2? + y?) 

es una contración 


Ejercicio 4.2 Programe su calculadora para encontrar la solución del sis- 
tema del ejemplo anterior. Para ello defina xy = 0,Yo = 0, y genere una 
sucesión dada por la siguiente reccurrencia: 


ta E 12 cosa + Un) 
Y = (1/3)In(1+2%+y%) +5 


4.5 Noción de compacidad 


En primer lugar recordemos la noción de subsucesión. 


Definición 4.13 Subsuceción 

Sea (Cn en una sucesión en un espacio normado (E, || - ||). Consideremos 
una función f : IN > IN estrictamente creciente, es decir, n<m => f(n) < 
F(m). Entonces, la nueva sucesión [u f(x) Jremn se llama subsucesión de (xp) 
A menudo se anota nz = f(k) y asi la al se anota como [Tn Frem- 


Ejemplo 4.14 Las sucesiones siguientes 


1 2n 1 2n+1 1 8n+7 


U=3) InemUz)  Jnuem Y Uz)  jnem 


son subsucesiones de K(-5) Jue 
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Ejemplo 4.15 La sucesión [x,) C IR? definida por 


Zo = (-D", (1 + Sy 


no converge. Sin embargo la subsucesión [227 nen si converge y lo hace a 
(1,e) € IR?. La subsucesión [22n+1 nen también converge, pero a (—1,e) € 
IR?. Por otra parte la subsucesión [23n Jney NO CO NVerge. 


Ejemplo 4.16 La sucesión 2, = (2”, z, E IR? no converge. En este 


caso (Un nen no tiene subsucesiones convergentes. 


Teorema 4.4 Sea [tn hen una sucesión en un espacio normado. Entonces 
(Cn inen converge a << toda subsucesión [tn, rem de (Un inem converge a 
de 


Demostración: (<=) Directo pues (2, Jen es una subsucesión [tn nen- 
(>) (Zn hen converge a x, entonces Ve > 0 3N € IV tal que 


lx. —=zll<e VWn>N 


Sea [%n, Jren una subsucesión de [tn nen entonces 3k E IN tal que n; < 
Na < +++ < Nk < Np11 < Ngy2 < .... Entonces 


lts, =2ll e Mk > K 


Por lo tanto (tn, Jrenv converge a 2. 
El siguiente es un teorema fundamental en la topología de IR 


Teorema 4.5 (Teorema de Bolzano-Weierstrass en /R) 
Sea [taken E IR una sucesión acotada. entonces [Zn jnemn tiene a lo menos 
una subsucesión convergente. 


Demostración: [trtnew E IR acotada implica que existen números 
reales dy y bo ¿(ay < bo) tales que 


Zn € lap, bo] := lo WnE€ IN 


Definamos 
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entonces en alguno de los dos intervalos 1; o 17 existirán infinitos términos 
de la sucesión original (trnnemn. Definamos /, = Í; si es que en [, hay 
infinitos términos de la sucesión, de lo contrario definimos /, = If. Luego 
elegimos 2,, € Í, = [a¡,b,]. Ahora consideramos los intervalos 


Al igual que antes, en alguno de estos dos intervalos existirán infinitos términos 
de la sucesión, y definimos /3 = [3 si es que en [5 hay infinitos términos de 
la sucesión, o si no l, = 17. Por la construcción de l, pode mos escoger un 
na > ni tal que 2,, € l2. Procedemos inductivamente: 

Tenemos: 


Ed YA A PAra Ledo 
2. En [y existen infinitos términos de la sucesión 


dd Ci si paran] = Lira k 


bo—ao 
9 


4. Si 1(1;) denota el largo del intervalo 1;, entonces l(1,) = 
al 


para 


Denotemos /j = [ax bx] y consideramos los conjuntos 


Como en /; hay infinitos términos de la sucesión entonces alguno de estos dos 
conjuntos contiene infinitos términos de la sucesión. Llamemos /;,1 a alguno 
de los que contenga infinitos términos, y elijamos 2», € lg+1 COM Ng41 > Np- 
De esta forma tendremos: 


LD Ed SL RANA AMA PA lr al 
2. En /;,1 existen infinitos términos de la sucesión 


3 di Epia para ty = Li k pl 


4. 1Ur+i) = Ba 
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Hemos generado de esta forma una sucesión (2 », ren ,subsecesión de (Un ne 
. Esta sucesión es de Cauchy pues 


(ea Lay —> 0 cuando k,j — 00 


y 


y por lo tanto converge. 
En dimensión N tenemos lo siguiente: 


Teorema 4.6 (Teorema de Bolzano Weierstrass en JR”) 
Toda sucesión acotada en IR” tiene a lo menos una subsucesión convergente 


Demostración En el caso N = 2:(2n hen C IR?. Anotemos 2, = 
(21,22). 42 amen acotada implica que existen números reales a y b, (a < b) 
tales que 


Zn € [a,b] x [a,b] Wn € IN 


Por lo tanto [z! hen C [a,b] y por el teorema anterior, esta sucesión de 


ba 1 
reales tiene una subsucesión convergente que la denotaremos (2, Hem y 


1 1 po : . 
Tn, 272? E JR. De esta manera la sucesión (Tn, Jren tiene su primera 


componente convergente. Luego (2%, Jen E [a,b] y por lo tanto tiene una 
subsucesión convergente Te digamos que a 2? € IR 


Er q? 
pero también se tiene que 
ad —a 
Ki 


pues (2,,,) es subsucesión de (7,,j que ya era convergente. 
Por lo tanto la sucesión (Zn, hien €s una subsucesión de [tnjnen cuya 
primera coordenada converge a w! y su segunda coordenada converge a 2?. 
Concluimos de esto que 2,,, —> (2*, 27). 

Para el caso N general se procede de manera análoga, eligiendo primero una 
subsucesión cuya primera componente converge, luego a esta subsucesión se 
le extrae una subsucesión que tendrá sus dos primeras componentes conver- 
gentes y asi sucesivamente se escogen subsucesiones secuencialmente hasta 
obtener una subsucesión con sus NV componentes convergentes (lo que asegura 
la convergencia de la subsucesión). 
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Definición 4.14 Conjunto Compacto 

Sea (E, ||-|)) un espacio normado. Un conjunto A € E se dice compacto si 
toda subsucesión en A tiene a lo menos una subsucesión convergente en A, 
es decir 


Vitninew € A Htn, ren tal que 1, —>x cuando k —> 00 y además 1 E A 


Teorema 4.7 
En (IR”, ||-[]2) y ACAR” 
A es compacto > A es cerrado y acotado 


Observación 4.8 Recordemos que una caracterización de un conjunto cer- 
rado es que 
A cerrado > [In Inen C A y Tn —> 1 entonces x € A. 


Demostración(<=) Sea [tnnen € A. Como A es acotado, existe una 
subsucesión de (x,) que converge a un punto x y como Á es cerrado, x € A. 
(>) Sea [Inhnen E A una suseción que converge a x. Como Á es compacto, 
(tn nen posee una subsucesión convergente en A y como ya sabemos que 
(tn nen converge entonces tiene un solo punto de acumulacción que tiene 
que ser x y por lo tanto x € A. 

Si que A no fuese acotado, siempre sería posible encontrar una sucesión 
(tninen tal que |lxn+1 — tnl| > 1 para todo n € IN. Tal sucesión no puede 
tener subsucesiones convergentes, pues ninguna subsucesión es de Cauchy. 


Observación 4.9 Esta caracterización de conjuntos compactos puede ex- 
tenderse a todo espacio de dimensión finita, pero en dimensión infinita es 
falsa 


Ejemplo 4.17 En el espacio de Banach (C([0, 1], IR), ||-[|,) consideremos la 
siguiente sucesión: 


0 MR 

Pala) = E Ec a Mr 
nl) = l1-(n-1)nr-1) ¿<< 
n n—-1 

0 7 <a<l 


Para esta sucesión se cumple que: 


e llfnlluo =1 Vn € IN 
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e Mita = dates =1 VnelN 


. ln — felloo = 1 VnF k 


Entonces ( f,,) no converge y ninguna subsucesión puede hacerlo, pues no son 
de Cauchy. 

Esto muestra que en (C([0, 1], 1R), |-[|.,) hay sucesiones acotadas que no 
tienen subsucesiones convergentes. En particular mostramos que B = B(0, 1), 
la bola unitaria cerrada, no es compacta. 


4.6 Consecuencias de la compacidad 


El primer teorema tiene que ver con la siguiente pregunta básica: 
Consideremos f: AC E > JR. ¡Es f una función acotada inferiormente 
y de serlo, existe un minimo para f, es decir, existe x € A talque f(x) = 


infyea F (y)? 
Los siguientes teoremas nos dan una respuesta: 


Teorema 4.8 

Sean E y F dos espacios de Banach. Sea f : AC E > F una función 
continua con AC E compacto. Entonces f(A) =[f(1) €F:x€ AJ|CF 
es compacto. 


Demostración Sea [Ynnen E f(4) una sucesión cualquiera en f(4). 
Por la definición de f(4) se tiene que Vn € INV existe 1, € A tal que f(1,) = 
Yn- Como A es compacto, existe [2,, Hen subsucesión de [Zn nen, tal que 
In —>1 € A. Por la continuidad de f, tenemos también que f(t»,) — 
f(x) € F(A) cuando k —> oo y por lo tanto (Yn, ren es una subsucesión 
convergente de [y, | y su límite es f(x) € Ff(4). Concluimos así que f(4) es 
compacto. 


Teorema 4.9 
Sea (E, ||-[1) un espacio de Banach y AC E. 
Si f : A => IR es continua y A es compacto entonces existe 7 E A tal que 


0 <T0) VxEe A 
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Demostración El conjunto f(A) € IR es compacto y por lo tanto acota- 
do en /R, por lo tanto su ínfimo es finito. Sea e > 0, por definición de ínfimo 
J2%¿ € A tal que 


inf FUE MS inf Huy) +e€ 


Eligiendo e = 2 construimos una sucesión [2,Jnemn tal que 


: 1 
[Fer] - inf f(y)l <=  Wm2n 


es decir, f(1,) —> infa4 f. Como [tninen EC A y A es compacto, existe 
una subsucesión (ta, ren que converge a TZ E A. Como f es continua, 


Htn,) —> f(%), y como [%n, Hrenn es subsucesión de [tn nen entonces 
F2n,) —> infa f. Gracias a la unicidad de los límites, se concluye que 


(5) = infa de 


Corolario 4.1 Si f es continua y A es compacto, entonces existe z tal que 


EA Vx E A 


Los resultados anteriores se pueden resumir en la siguiente frase: "toda 
función continua sobre un compacto alcanza su máximo y su mínimo”. 
La siguiente consecuencia, ya fue anunciada: 


Teorema 4.10 £n IR” todas las normas son equivalentes. 


Demostración Basta demostrar que cualquier norma es equivalente a la 
norma euclideana. 
Sea ||-|| una norma cualquiera en /R” 
Six € IR”, x se escribe como x = )3;-, 2;e;, donde fe,J”_, es al base canónica 
de IR” y [x;P2_, C IR entonces 


n 


n 
(lll < Y liesll =$ leillleall < lle 
i=1 


i=1 


La última desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz 
a los vectores (|x1|,..., [zn!) y (Jlexl!,..., llenl!). 
Definiendo la constante cz = O, lle? tenemos que 


[lll < callzllo Vx € IR” 
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Lo anterior muestra que la función ||-[| : (1R”, [|-[]2) —= IR es continua, en 
efecto sea [tn nen una sucesión que converge a x en (/R”, ||-[|7) , es decir, 
[[x,, — 2ll, —> 0 cuando n —> 00 entonces 


len ll =llelll < len = 211 < collizn = ala — 0 


por lo tanto [lx || —> [|x|] cuando n —> oo. 

Sea S = [ix € IR” : llull, = 1). Este es un conjunto cerrado y acotado 
en (1R”, [|-ll2) y por lo tanto es compacto. Por el teorema anterior, existe 
entonces 7 E S tal que 


[ml] < lle. Ves 
Sea 1 40€ IR”, entonces 
2h 
ED 
¡Ej 


y por lo tanto 


z L = 
ll < IE => lirllello< lle) ve ee 
[illo 
Definiendo c¡ = |7[| obtenemos entonces que 


cillello < lol] <collrllo Vo e lr” 


concluyendo así la demostración. 


Definición 4.15 Sean (E, ||-|| 7) y (E, |||) espacios vectoriales normados. 
Sea f: ACE —>F. f es uniformemente continua en Á si 


Ve>030>0 tg. lx — ylle <d => f(x) — Hy)llr < e 
Observación 4.10 f uniformemente continua en A => f continua en A 
Finalizamos el capitulo con el siguiente teorema 
Teorema 4.11 Sean (E, ||-l|,) y (E, ||-ll) espacios vectoriales normados. 


Sea f: ACE => F continua y A compacto. Entonces f es uniformemente 
continua en A. 
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Demostración Supongamos que f no es uniformemente continua en 4. 
Entonces 


Je > 0V8 > 0 31,y € Atg. llx — yllg <$ A f(x) — Fwllr > e 


Sea n € IN, tomamos 0 = 1/n > 0 y escogemos 2», Yn € A tales que 


len —unllr <Z A fem) SGm)llr >< 


Como [trinenn € A y A es compacto, existe una subsucesión (Zn, Jren de 
(Cn nen que converge a un x € A. A su vez la sucesión [Yn, tren CE A posee 
una subsucesión (Un; Jieln convergente, Yn,, —>Y € A. Notemos que (Tn, $ 
es una subsucesión de [x,, ) t por lo tanto también converge a x. Lo anterior 
implica que (Ens, UYny,) > (1 — y) cuando l —> 00, pero por otra parte 
tenemos que 


1 1 
len — Ynllg <= Wn € IN => litn, — Yn, lle <= —>0 
n ; : n 
ki 


es decir, (Ens, —- UYny,) —> 0 cuando l —> oo lo que implica que x = y. 


Por la elección de las sucesiones tenemos que 


IF Gen,,) = F(0m, lr > € VEN 


Tomando límite cuando l —> oo y gracias a la continuidad de f obtenemos 
que 


IF) — FYllr > > 0 


lo que es imposible pues x = y. 
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4.7 Ejercicios 


1. Dados dos conjuntos A,B en un espacio vectorial normado E, de- 
muestre 
(a) im(AN B) = int(4) N int(B) 
(b) int(4) Uint(B) C int(4 U B) (dé un ejemplo donde no hay igual- 


dad) 
(c) adh(AU B) = adh(A4) U adh(B). 
(d) adh(4AN B)) € adh(4) N adh(B) (dé un ejemplo donde no hay 
igualdad). 
e) adh(4) = int(4) UEr(A). 


) 
) 

g) int(4) NB = 04 <= int(4) Nadh(B) = 4. 
) adh(4) = E y int(B)N A=ó%= int(B) =0. 
) 
) 


2. Sean A, B CAR”. Se define A+B=(138 /F=á4+b,d€ A,be B). 


(a) Demuestre que A + B es abierto si A es abierto 


(b) Dé un ejemplo en /R donde A y B sean cerrados pero A+ B no 
sea cerrado. 


3. Verificar que el conjunto 


A=((2,y) € IR”: 2? +xy < xr) es abierto en IR? 


4. Encontrar en 1R? un conjunto que no sea abierto ni cerrado. 


5. Considere el espacio vectorial C([0, 1], IR) de las funciones continuas 
F: [0,1] —> ¡R. Definamos la sucesión (ff) por: 


1 si a € [0, 1/2] 


fe=4 Mu T1/DG4 1 sice/22€4 1/2 
0 six € [2* 4+1/2,1] 
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(a) Verificar que f € C([O, 1], IR) Vk € IN. 


1 
(b) Se define la norma || - ||, en C([0, 1], IR), como [| fl. = ff (x) dz. 
0 


Demuestre que para esta norma (f,) es de Cauchy y no es con- 
vergente. 


(c) Sea A([0, 1], IR) el espacio vectorial de las funciones acotadas de 
[0,1] en /R, dotado de la norma || llo, definida por ||flluo = 


sup |f(x)|, demuestre que [f,) es convergente en este espacio. 
x€[0,1] 


6. Sea d la distancia en /R”, asociada a alguna norma en /R” (d(x,y) = 
[lx —y||). Sean A € IR” y BC IR” dos conjuntos no vacíos, demuestre: 
(a) C= [x € IR” /d(x, A) = d(x, B)] es cerrado 
(b) D = [x € IR?/d(x, A) < d(x, B)) es abierto donde d(x1, A) = 
infíd(o, y)/y € AJ. 


(c) Si A y B son cerrados y disjuntos entonces existen dos abiertos 
no vacíos U y V tales que ACUyBCEVyUnNnV =o0. 


7. Sea E el espacio vectorial de los polinomios de una variable real con 
coeficientes reales. Definamos la función || - ||: E —= /R por 


IIpll = max |p(x=)| para todo p € E 
zEl0,1] 


(a) Demuestre que || - || es una norma en el espacio E. 
Hint: Use que un polinomio tiene exactamente tantos ceros como 
el grado, excepto si es el polinomio nulo. 


(b) Considere la función f, : E > IR definida por 
l,(p) := p(1/2) para todo p € E 


Demuestre que: 


i. la función /; es lineal y verifica la desigualdad: 


K € IR tal que |, (p)| < Kllp|l| para todo p € E 


li. La función 2, es continua. 
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10. 


11. 


12: 


13. 
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(c) Demuestre que si [p¿) es una sucesión en E convergente a un 
polinomio p entonces 


Prlx) > pl) Vxelo, 1] 


(d) Considere la sucesión [pj en E definida por p(x) = x* y de- 
muestre que 
i. IIpxl| = 1 para todo k € IV. 
ii. (py) no tiene punto de acumulación. 


ii. B(0,1) en E no es compacta. 


. Sea T' una función tal que T* es contractante. Demuestre que T tiene 


un único punto fijo. 


. Sea || ||, una norma en el e.v. E y [az ) una sucesión de Cauchy respecto 


de dicha norma. Demostrar que si || ||, es otra norma en E equivalente 
a || [[1, entonces [az ) es sucesión de Cauchy también respecto a la || ||. 
Si E es Banach respecto a || ||; se puede decir que es Banach con || [|2? 


Demuestre que dos sucesiones de Cauchy (xx) y (yx) en /R” tiene el 
mismo límite ssi Jim [lx — yal] = 0. 
00 


Sean A, B C IRF, Se define A+ B=([x/x=a>+b,a € A,b € B). 


(a) Demuestre que A + B es compacto si A y B son compactos. 


(b) Demuestre que si A y B es cerrados y A(oB) acotado entonces 
A +B es cerrado. 


Demuestre que si A es un conjunto compacto y B C A, entonces B = 
adhB es un conjunto compacto. 


a) Si [Ajhienv es una familia decreciente de conjuntos compactos (no 
vacíos) en un e.v.n, demuestre que f] 4;4% Q. 

¡EIN 
b) i) Dé un ejemplo en /R de una familia decreciente de conjuntos 
acotados (no vacíos) cuya intersección sea vacía. 
11) Dé un ejemplo en /R de una familia decreciente de conjuntos cerrados 
(no vacíos) cuya intersección sea vacía. 
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14. 


15. 


16. 


Tee. 


18. 


Sea X un espacio vectorial normado, y sean 4,B C X cerrados y sean 
C,DC X compactos. Probar que 


(a) Si d(C, D) inf  |lx—y|| =0 entonces CNDA/N. 
CyeD 


ee 
(b) Si d(A,B) = inf lx — yl| = 0 entonces no necesariamente 


TEC YED 
ANBA0. 


Sean (X, ||-l|x) y (Y, I|-lJy dos espacios vectoriales normados. Definimos 
(Xx Y, || - |) como el espacio vectorial normado donde (x,y) € X x 
Y =T1rEXAyYEY y la norma en X x Y se define como ||(x, y)|| = 
llellx + llylly. Sean A € X y B C Y compactos. Demuestre que 
entonces A x B es compacto en X x Y. 


Sea U = IRY, es decir, el espacio de las sucesiones. Considere en U la 
norma 

17] = sup(|x;l, /1 € Ny 
Indique cual(es) de los siguientes conjuntos son compactos. Bp(0,1) = 
(2 € U/|x,| <1,Vi € IN) 
Bi(0,1) = (7 € U/[2] < 2,Vi € IN] 
Ba(0,1) =1% € U/[x,]| =1,Vi € IN) 


Demuestre que en /R”, [|-||,, es efectivamente una norma para 1 < p< 
oo. Para ello le será útil demostrar primero la siguiente desigualdad de 
numeros reales: (Desigualdad de Minkowsi) Sean p, q € (1, +00) tales 
que 5+7=1. Vajb>0 

1 1 

ab < —a? + —b? 

Pp q 

Para probar esto recuerde que log es una función concava e inyectiva. 


Sea E un e.v.n. Una función f : E > IR es continua en xp si 


Ve > 038 > 0 llx— xol] <ó => |f(x) — fxo)l| <e 


Ve > 038 > 0 Blao,8) Cf UB(f (xo, e) 


Sea L : E > IR una función lineal. Demuestre que las siguientes 
proposiciones son equivalentes. 
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(a) L es continua en E. 
(b) L es continua en 0 € E. 


(c) sup A = sup |Lx| < +00 


2EE 240 lleli<1 


SeaE' =(L:E—>I1IR/L- es lineal y continua) este conjunto se conoce 
como espacio dual de E. Pruebe que £” es un espacio vectorial, y que 


La] 


[Ollas = sup H—7= sup |L£Lx| 
seBjazo lll pop<a 


define una norma en £”. Pruebe también que E” es un espacio de 
Banach. (Aunque £ no lo sea). 


19. Demuestre la suguiente caracterización de espacios de Banach. Sea E 
UN €.v.n. 


E es un espacio de Banach 
sí y sólo sí 
00 00 
(Win Ihnen € E SN lx, <= > 2, converge en E) 
¡=1 ¡=1 
Indicación: Para la implicación (<=), dada una sucesión de Cauchy 
00 
[2njnewn en E, construya una subsucesión (Ln, rem tal que » [2 n,.,, — 
k=1 
Zn, || < oo. Luego concluya. 


20. Muestre que la ecuación integral 


1 
us 5/ e" cos(u(y))dy 
0 
tiene una y sólo una solución en el espacio C([0, 1], IR). Para ello defina 
el operador 
Lp 
Flu)lxe)= 5/ e" cos(u(y))dy 
0 


y demuestre que es contractante. En C([0, 1], /[R) use la norma del 
supremo. 
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21. Considere la ecuación integral 


u(í) =5+ 4 sin(u(s) + 1)ds 


Muestre que la ecuación posse una y solo una solución en C([0, 1/2], IR) 
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Capítulo 5 


Complementos de Cálculo 
Diferencial 


5.1 Teorema de la Función Inversa 


Motivación: Sea L : IR” > IR” una función lineal. Para que L sea biyectiva 
es necesario y suficiente que la matriz asociada (matriz representante) sea 
invertible, y en este caso la matriz representante de la función inversa será 
la inversa de la matriz representante de L£. 

Si Lxoy = bo y queremos resolver la ecuación Lx = by + Ab, la solución será 


== tAR => LA aERA 


Cuando F' : (Q > IR” es diferenciable, F' es localmente ”comoiúna función 
lineal (afín), y por lo tanto es razonable pensar que la biyectividad local de 
F esté relacionada con la biyectividad de su aproximación lineal. 


Teorema 5.1 (Teorema de la Función Inversa) 
Sea F : 0 C IR” => IR” una función de clase C*. Supongamos que para 
a € 0, DF(a) (Jacobiano) es invertible y que F(a) = b.Entonces 


1. Existen abiertos U y V de IR” tales quea €EU,bEVyF:U>V es 
biyectiva. 


2. 5iG: V >U es la inversa de F, es decir, G = F7!, entonces G es 
también de clase C* y DG(b) = [DF(a)|7*. 


Antes de dar la demostración veremos algunos ejemplos. 
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Ejemplo 5.1 Sea F(x, y) = (1? + Iny, y? + xy?), entonces F(1,1) = (1, 2) 
Consideremos la ecuación F(x, y) = (b1, ba) 

A LE 

y +ay? = b 


con (b1,b2) ”cerca”de (1, 2). 


DF(x, y) = (E 10y ) 


y? 2y+3xy? 


evaluando el Jacobiano en (x,y) = (1, 1) obtenemos 


DF(1,1) = ( 3 


que es una matriz invertible!. 

Concluimos entonces, gracias al teorema de la función inversa que la ecuación 
tiene una y solo una solución (x(b,,b2), y(b,,b2)) para cualquier (b,,b3) cer- 
cano al punto (1,2). Más aún (x(b,,b3), y(b,,b2)) está cerca de (1,1) y de- 
pende de (b,,b2) de manera diferenciable. 


Ejemplo 5.2 Cambio de coordenadas esféricas: 


x = rsingcosó 
y = rsinosind 
2 = Trcosp 


Llamaremos Y al cambio de variables. El Jacobiano de la transformación en 
el punto r =1,p=71/4,0= 7/4 es 


1/2 -1/2 1/2 
D9(1,7/4,7/4)= | 1/2 1/2 1/2 
yY2/2 0  -—v2/2 


Esta matriz es invertible pues su determinante es igual a y2/2. En general 
se tiene que |DO(r, 0, 6)| = r? sin $ que es distinto de cero excepto sir =00 
si sin $ = 0. Por lo tanto, salvo en el eje z la transformación Y es localmente 
biyectiva. 


Previo a la demostración del teorema, recordemos tres resultados que 
serán de utilidad. 


9.1. 
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. En Maxn(1R) consideramos la norma 


All” = (Norma de Frobenius) 


n n 
2 
2 


i=1 ¿=1 


Entonces ||4x|l2 < [|4||+|x||2 six € IR”, A€ Maxn. 
Además ||4Bl|» < [Al +[1B[7, si 4, B € Maxn 


. Corolario del teorema del Punto Fijo de Banach: Si (£, ||-[]) es un 


espacio de Banach,C C E es un conjunto cerrado y F : CC —>C es una 
función contractante, entonces existe un único x € C tal que F(x) = x. 


. Teorema del valor medio: Sea F : U > IR” de clase C*, U un con- 


junto convexo.Si ||DF;(x) || < A; Wx € U, entonces [|F(w) — F(y)l| < 
VA +... + Allo — yl] Vxr,y € U. 

En realidad se tiene que si |DF(+)|| <C. Vx € U entonces ||F(1) — 
F(y)I| < Cliz = yll, pues 


IF) FO = 1/ DPC+(1 00) (e— dl 
< | IDF(=+-09) (0 —y)de 
< [IDFG=+0-09!lke ol 
< Cllz — yl 


Demostración (Teorema de la Función de Inversa) 


Observemos que si F es de clase C* entonces la función 


E A A 
x > DF(x) 


es continua pues 


[DF (c) = DE (29) lr = 
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y como todas las derivadas parciales son continuas, dado £€ > 0, existen 

9,; > O tales que ||[1—x0|| < 0; => ES (x)— se (20)| < E, entonces escogiendo 

ó = min; ¿0 > O tenemos que |lx — xol] < 4 => ||[DF(x) — DF(x0)llr < 
n=) =. 

Queremos demostrar que existen abiertos U y V tales que F' : U > V es 

biyectiva, lo que se puede expresar en otras palabras como: Dado y € V 


existe un único 1 € U que es solución de la ecuación F(x) = y. Además 


F(1)=y e y-Flx) Y 
Sé DF(a) (y -—F(z)) = 0 pues DF(a) es invertible 
S 2+DFla U(y-Flid) = z 


Entonces dado y € V, resolver la ecuación F(x) = y es equivalente a encon- 
trar un punto fijo a la función y, (2) =1+DF(a)"U(y— F(2)) Como DF es 
continua en a, existe e > O tal que 


1 
2/n]DF(a) lr 


Para probar que F' : B(a,e) —> IR” es inyectiva, basta probar que (y es 
contractante, en efecto F(x11) = yAF(x2) = y > pyl[c1) = 21Apy(t2) = t2 y 
si (p, es contractante entonces ||, (11) —py(x2) 1] < Clle, =x2 |] => [21 =x2]| < 
Cllzx, — xa]| y como C< 1, 11 = 22. 

Observemos que q, es de clase C*. Para probar que es contractante acotamos 
la norma de su derivada: 


x € Bla,e) > |DF(x) —- DF(a)llr < 


Deylx) =1-— DF(aJ*DF(x) = DF(a) *DF(a) — DF(2)) 
donde / es la matriz identidad de n x n. 


1 
Dg, (2) ll < 1DF(a) "|? I1DF(a) — DF (2) ll» < 2/n 
la última desigualdad es válida si x € B(a, €). 
Entonces como B(a,e) es convexa y ||D(p,),(x)]| < 27m parao == desta, 
obtenemos 


1 
oy) = eyl2)11 < llo = 21 )?= ¿lu —zl] Vx, € Bla,e) 
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Si definimos U = B(a,e) y V = F(U), entonces F' : U > V es biyectiva. 
Veamos que V es abierto. 
Sea y € V y z € Bla,e) tal que F(z7) = y. Hay que demostrar que existe 
p > 0 tal que si y € B(y, p) entonces existe x € U tal que F(x) = y S 1 = 
Py(x), es decir, B(y, p) € F(U) = V. 
Sea r > 0 tal que B(2,2r) CU, y 2 € B(z,r) 


Eylo) 3 = pla) - (3 +DF(a))y- F(3))) + DF(a) (y — 9) 
¿y(o) — py(ñ) + DF (a) (y — 9) 


y por lo tanto 


ley(a) all < lenta) — es()ll+ (DF (a) (y al 
s lle + DF (a) ly — 71 


IA 


Si escogemos p = 7 /(2||DF(a)”*|| y) tendremos que Vy € B(y, p) la función 
iBlE => DEA) 


es una contracción y por lo tanto tiene un único punto fijo » € B(2,r) C U 
tal que 


plo) ==> Flo) =y 


Concluimos así que B(y, p) C V, es decir, V es abierto. 

Resta estudiar la diferenciabilidad de la función inversa. Sean y, y +k€ V 
entonces existen únicos 1,1 +h € U tales que y = Fl) y y +k=YF(x+h) 
entonces 


FHy+k)- F Uy) - DF(a) *k=h- DF(2)*k= 
DE()UF(e2+h)- F(x2) — DF(2)h) 


Por lo tanto 


pio + k) -FHAy) — DEF (0) kl] < 
¡DF 1249) Fl) DEC)A el 


1/1] KI 
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Probaremos ahora que ||h]|/|]k*]| < €. < oo lo que implica que h —= 0 
cuando k —> 0 y como Fes diferenciable en el punto x, el lado derecho de 
la desigualdad anterior tiende a cero cuando k —> 0, obligando asi a que el 
lado izquierdo tienda a cero también, lo que por definición significa que F”? 
es diferenciable en y y 
DF" (y) =[DF (217 
Se sabe que 
[2 DF()k || = lh— DF(a)(F(e +h) — F(2))! 
[áh+ x= DF (A UFlzx+h)-y)-x2+ 
DF(ay(F(2) — y) 
= loy(x+h) — py(z)l 
1 
< —Ilh 
< III 


por lo tanto 
[[n]| — [DF (a) "|| < lh= DF (a) || < 1/2[/h 
lo que implica que 
1/2[|h]| < |[DF(a)*k|| < DF (a) 11114] 
es decir, 


h 
ME < 2|/DF(a)*|| < oo 
que es lo que se quería probar. 
La continuidad de DF"*(y) = [DF(F"*(y))]"* se obtiene de la regla de 
Cramer para obtener la inversa de una matriz. Para una matriz invertible A 


se tiene que 


> qa otactoresa]! 

y donde ”cofactores A”es una matriz formada por los distintos subdetermi- 
nantes de A que se obtienen al sacarle una fila y una columna a A. Entonces 
como FF es continuamente diferenciable, sus derivadas parciales son contin- 
uas, y gracias a la formula de Cramer las derivadas parciales de F'7* serán 
continuas también pues son productos y sumas de las derivadas parciales de 
F y cuociente con el determinante de DF(F”*(y)) que es distinto de cero y 
continuo por la misma razón. 
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5.2 Teorema de la Función Implícita 


Supongamos que se tiene una función f : IR? > IR, y consideremos una 
ecuación de la forma 


FED 


Es entonces natural hacer la siguiente pregunta: Es posible despejar y en 
función de x? 
Supongamos que sí, es decir, existe una función y(x) que satisface 


f(x, y(x)) =0 


supongamos además que f e y(x1) son diferenciables, entonces podemos derivar 
la ecuación anterior con respecto a 1: 


Of Of y 
Ox  Oyda 
o sea 
dy _ 0f/0x 


== Derivación implícita 

de Of/0y E 

Notemos que para poder realizar este cálculo es necesario que Of /0y sea 
distinto de cero.. 


Ejemplo 5.3 Consideremos la siguiente ecuación 
q? qe y? == 


Es posible despejar y en función de x? Evidentemente la respuesta a esta 
pregunta es que no es posible despejar globalmente una variable en función 
de la otra, pero si (Zo, Yo) es un punto que satisface la ecuación, es decir, 
¿+ Y =0 y además Yo % 0, entonces es posible despejar localmente y en 
función de x (es decir, en una vecindad de (Zo, Y0)). Además derivando la 
ecuación se tiene que 
dy dy E 
A E a 
da dx Y 
Sin embargo si Yy = O es imposible despejar y en función de x en torno al 
punto (Zo, Yo). 
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Ejemplo 5.4 Consideremos ahora un caso más general que el anterior. Supon- 
ga que se tienen las variables 2;,..., Tm € Y1, +», Yn Telacionas por n ecuaciones 
(sistema de ecuaciones), 

E/(21,...Em, Y1)---Yn) =0, 1: 1,...,n.Esto se puede escribir como 


F:IR”UxIR" => IR” 

Alla) 

(LrrsEas Vis Y) E Pl) : 
A ys) 


Entonces F (21, ..., Lm, Y1) -»*> Yn) =0. 
Es posible despejar las variables y, en función de las variables 1? Es decir, 
existen funciones y;(21,..., Um), j = 1,..., n tales que 


A A a E E A 


Veamos el caso particular de un sistema lineal. Sea L una matriz L = [4B] € 
Mn x(n+m) y consideremos el sistema 


Ax+By=b 
En este caso es posible despejar y en función de x cuando B es invertible: 
y(x) = Bb — B7*Ag 


Teorema 5.2 (Teorema de la Función Implícita) 

Sea F : QC IR"*" => IR” una función de clase C?, y sea (a,b) € IR”xIR” un 
punto tal que F(a,b) =0. Escribimos entonces DF (a,b) = [D,F(a, b)D,F(a, b)] 
y supongamos que D,F(a,b) es invertible. Entonces existen conjuntos abier- 
tos U C IR"*", W C IR” con (a,b) € U ya € W tales que para cada x € W 
existe un único y tal que (1, y) € U y 


Flx,y)=0 
esto define una función G : W => IR” que es de clase C* y que satisface 
F(r,Glx))=0, VWreW 


además DG(x) = —[D,F(e, Gl) +D,F(x,G(x)) para todo x € W y evi- 
dentemente G(a) = b. 
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Al igual que en el teorema de la función inversa veamos un ejemplo antes de 
dar la demostración del teorema. 


Ejemplo 5.5 Considere el sistema de ecuaciones 


zx? + sin(y) + cos(yz) — w*—1=0 


2% + cos(yx) + sin(2) —- w?-1=0 


a) Muestre que es posible despejar (y, z) en función de (x, w) en una vecindad 
del punto (to, Yo, Zo, Wo) = (0,0,0,0). Calcular 220,0). 

b) Es posible despejar (x, y) en función de las variables (z, ww) en una vecindad 
de (0,7,0,0)? Que se puede decir de despejar (x,w) en función de (y, 2)? 
Solución: 


a) Para este problema se tiene que la función F es: 
F(z, y, 2,w) = (12+sin(y) + cos(yz) —wi—1, 2% +cos(yx) +sin(z) — w?—1). 
Entonces F es de clase C* y F(0,0,0,0)= (0,0). Además 


_(OF,/0y OF, /0z2Y _ (cosy—sin(yz)2 —sin(yz)y 
Di) Plz, y, 2,10) = a OFs/0z) —sin(yx)x cos(z) 


luego 


10 
Di, F(0, 0,0, 0) = E :) 


que es invertible. Luego, gracias al terorema, es posible despejar (y, z) en 
función de (x,w) de manera diferenciable en una vecindad del punto (0, 0). 
Si derivamos las ecuaciones con respecto a x obtenemos 


e) 
21 + cos(y) — cos(yy > +2%)=0 


Oy 0z 
ys Cu ez 
Sí sin(ya) (5,1 + y) + cos(z) Se 0 


evaluando en el punto (0, 0, 0,0) se tiene que 0y/0x(0,0) =0. 
b)En este caso se tiene que F(0,7r,0,0) = (0,0) y 


2x1  cos(y) — sin(yz)z 
DayP le, yw, 2) = E —sin(yx)x 
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por lo tanto 


oO —1 
Di y) F(0, 7, 0, 0) = (o 0 ) 


esta última no es una matriz invertible por lo que el teorema no es aplicable. 
Si se quisiera despejar (x, w) en función de (y, 2) debemos observar la matriz 


2x —3u? 
Dal u o) = (5 0) 


que tampoco es invertible en los puntos (0,0,0,0) y (0,7,0,0), por lo que 
nuevamente el teorema no es aplicable. 


Demostración (Teorema de la Función Implícita) 
Definamos la función 


PENETRA > REP 
(2,y) > fe,y) = (2, F(zx, y)) 


que es evidentemente una función de clase C?* gracias a que F lo es. Su 
Jacobiano en el punto (a, b) es 


Df(a,b) = ( a b) D,F(a, 5) 


que es invertible ya que por hipótesis D,F(a, b) lo es. Además f(a, b) = (a, 0). 
Podemos entonces aplicar el Teorema de la Función Inversa a la función f. 
Existen abiertos U, V € IR"+*" tales que (a,b) € U, (a,0) EV y f:U-—=>V 
es biyectiva con inversa de clase C*. Definamos ahora el conjunto W = ([z € 
IR”/(2,0) € V), entonces a € W y W es un conjunto abierto de /R” pues 
V es abierto (Ejercicio: Demostrar que W es abierto). Luego, para cada 
z EW la ecuación f(x, y) = (2,0) tiene un único par (1,, y.) como solución, 
es decir, 


AE ATAN = (z, 0) 


esto último implica que 1, = 2 y por lo tanto F(z, y) =0. Como y. es único 
dado z, esto define una función G(z) = Yy,. Evidentemente G(a) =b, y 


(2,Y2) = (2,0) = (2, G (2) 
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De esta forma, G es la función que estamos buscando y como f7! es de clase 
C*, entonces la ecuación anterior dice que G es de clase C* también. Se tiene 
que G satisface la ecuación F(z,G(2)) = 0, y como F y G son de clase C? 
podemos calular al Jacobiano de G usando esta ecuación y la regla de la 
cadena 


D¿F(z, G(2))Imxm + DyF(z, G(2))DG(2) =0 
de donde se obtiene el resultado 


DG(2) = —[Dy Fa, G(2))DsF (2, G(2)) 


para todo z € W. 


5.3 Geometría y Multiplicadores de Lagrange 


La pregunta básica que queremos responder en esta sección, es cuando una 
ecuación como g(x,y,z) =0 define una superficie? 
Los dos ejemplos siguientes son muy elocuentes 


A a o EA 
2. a(2-at4+y?)=0 


1. ciertamente es una superficie (es la supercicie de la esfera de radio 1 y 
centro en el origen). Sin embargo 2. no es una superficie. 

Este ejemplo nos muestra que la respuesta es local. El problema con la 
superficie 2. ocurre en el punto (0,0,0) donde Vg(0, 0,0) = (0, 0, 0). 

En general, si el punto (xo, Yo, 20) es tal que g(to, Yo, 20) = 0 y Vg(to, Yo, 20) H 
0 entonces la ecuación g(z,y,z) = 0 define una superficie, al menos en una 
vecindad de (xo, Yo, 20); en efecto, si Vg(to, Yo, 20) 4 O, entonces alguna 
derivada parcial es no nula, supongamos sin perdida de generalidad que 


09 

(Lo, Yo, 2 0 

y" 0, Yo, 20) 4 

entonces, por el teorema de la función implícita, es posible despejar y en 
función de (x,z), es decir, podemos escribir y = y(x,z), y por lo tanto el 
conjunto S = [(x%,y,z)/g(x, y, 2) = 0) es localmente el grafo de una función, 
es decir, es una superficie. 
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Definición 5.1 (Espacios Normal y Tangente) 

Sea g : IR? => IR una función diferenciable. Sea (to, Yo, 20) tal que g(zo, Yo, 20) = 
0, y supongamos que Vg(Zo,Yo, 20) 4 0. Llamemos S a la superficie que de- 
fine la ecuación g(x,y,z) = 0 en torno a (20,Yo, 20). Se define el Espacio 
Normal a S en el punto (to, Yo, 20) como el espacio vectorial generado por el 
gradiente de g en el punto (xo, Yo, 20) y se denota Ns(xo, Yo, Zo)- 


Ns(x0, Yo, 20) = (Vg9(zo, Yo, 20)) 


El Espacio Tangente a S en el punto (xo, Yo, 20) se denota T¿(Xo, Yo, 20) Y se 
define como el ortogonal del espacio normal 


Ts(<o, Yo, 20) = Ns(xco, Yo, 20)” = [(x, y, 2) S IR>*/(2,y, 2) y VglZo, Yo, Zo) = 0, 


Observación 5.1 Los espacios tangente y normal, son espacios vectoriales, 
y no pasan necesariamente por el punto (to, Yo, Zo). 


Con la definición anterior, si o : 1 C IR > 1R3 es una función tal que 
o(t) ES Vt, y 0(0) = (to, Yo, 20), entonces 0*(0) € T,(to, Yo, 20). 

Es posible alcanzar cada v € T;(xo, Yo, 20) de esta forma, con una función y 
adecuada? 

Supongamos que Vg(Zo, Yo, 20) 4 0. Sea v € Ts (to, Yo, 20). Elijamos b 4 O de 
manera tal que b 1 ((v, Vg(zo, Yo, 20) )); siempre existe tal b pues el espacio 
vectorial ((u, Vg(to, Yo, 20))) tiene dimensión 2. Consideremos el sistema de 
ecuaciones 


g(x,y, 2) 
(z To, Y — Yo, 2 20) :b 


el Jacobiano del sistema anterior en el punto (to, Yo, 20) €s 


da 09/0y(<o, Yo, Zo) ed eii 
by: by b, 

Como b 1 Vg(zo, Yo, 20), la matriz Jacobiana tiene rango 2, y por lo tan- 

to siempre es posible escoger dos columnas tales que la matriz resultante 

sea invertible. El teorema de la función implícita nos asegura entonces que 

podremos siempre despejar dos variables en función de una. Supongamos 
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sin perdida de generalidad que es posible despejar (y, z) en función de x, 
entonces 
g(u, y(u), 2(x)) 
(1 — 20, Y(z) — Yo, 2(1) — 20) -b = 
Si se define o(t) = (t+ xo, y(t + 20), 2(t + 20)), entonces 
glo(t))=0 A  (o(t)— (20,40, 20))-b=0 


para todo t en una vecindad del cero. La función o(t) es de clase C* pues las 
funciones y(x), z(x) lo son, por lo tanto, derivando las ecuaciones anteriores 
con respecto a t y evaluando en t = 0 se obtiene 


Vglto, Yo, zo) -0(0)=0 »A 0'(0)-b=0 


entonces por la elección de b no queda otra posibilidad más que 0*(0) || v. Si 
se define 9(t) = 0 (llvllt/llo*(0)[1) entonces 0'(0) = v y g(o(t)) =0 para todo 
t en una vecindad del cero. De esta forma concluimos que 


Ts (to, Yo, 20) = [0 "(0)/0(t) ES Vt, 0(0) = (20, Yo, 20)) 
Teorema 5.3 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, Caso particu- 
lar) 

Consideremos el siguiente problema de optimización 

Pr milo 2) 

s.a g(1,y,2)=0 
con f,g funciones diferenciables. Si (to, Yo, 20) es una solución del problema 
P, entonces existe AE IR tal que 


VÍ(Lo, Yo, E) == AVg(zo, Yo, Zo) 


Demostración Sea 0 : 1 C IR > IR? tal que glo(t)) = 0 y 0(0) = 
(Zo, Yo, 20), es decir, a(t) € S para t en una vecindad del origen. Como 
(Zo, Yo, Zo) es un mínimo local de f restringido a S, entonces 


d ais 
q ot) li=o = Vf (zo, Yo, 20) - 0'(0) =0 


por lo hecho anteriormente, esto equivale a que Vf(x0,Yo, 20) -v=0 VWv€ 
Ae 

Ts (Zo, Yo, 20) > VW flto, Yo, 20) € Ts[To, Yo, 20). = Ns[o, Yo, 20), y entonces 

por definición de N,(to, Yo, 20) existe A € IR tal que 


Vf (co, Yo, Zo) = AVg(zo, Yo, Zo). 
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Teorema 5.4 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, Caso general) 
Consideremos el problema de optimización siguiente 


P) minf(x) 
se Dar = 0 EL 


donde f,g;: IR” => IR son funciones diferenciables. Suponemos que f alcanza 
un mínimo local en 219 € S, donde S = Lx € IR”/g(x) =0), y que Dg(zo) € 
Myxn tiene rango k. Entonces existen Az, ..., Ay tales que 


Vf(x0) = e A¡Vgi(to) 


Demostración Por analogía con el caso particular definimos el Espacio Nor- 
mal a S en xy como 


Ns(x0) = (1 Vgi(zo), ---Vgr(zo) y) 
y el Espacio Tangente a S en xq como 
Ta(x0) = Nslxo)? =42 € R”/2-Vai(xp) =0 ¿=1,...,k) 


Puesto que Dg(xzp) es de rango k, el espacio N,(xp) es un espacio vectorial 
con dim Ns(to) = k, y por lo tanto dim7T;,(1p) =n—k 
Para demostrar el teorema, haremos uso del siguiente lema 


Lema 5.1 Vu € T;(xp) existe o : IC IR=>1R”, 0 € 1 con glo(t)) =0Vt € 
I (o(t) € SVt EL) A0(0) = xy tal que o' =v. Es decir 


T.(%0) = [0"(0)/0(t) € SVt, o(0) = 20) 


Si el lema fuese cierto tendríamos que Vo : I E IR > IR” tal que g(o(t)) = 
DA o(0) = 0 


d 
qe (alt) limo = Vf (zo) - 0*(0) =0 
puesto que xy es un mínimo local de f restringido a S. Lo anterior es 


equivalente, gracias al lema, a que Vf(t0) - v = 0Vv € T;(xo), o sea, 
Vf(z0) € Ns(20) lo que implica que 


Vf(x0) + y A¡Vgi(L0) 
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para ciertos Az,..., An € IR, que es lo que se quería demostrar. 
Demostración del Lema Sea v € T;(tp). Sea (b1,...,bp-;-1) una base 
ortonormal del espacio 


(Lu, Vgr(o), ..-, Vgr(t0)))” 


Consideremos el sistema de ecuaciones (n — 1 ecuaciones) 
gi(x) = 0 
(e = Zo) e br = 0 


(1 — Lo) Pn-x-1 = 0 


El punto xp satisface las ecuaciones, y la matriz Jacobiana del sistema es 


Dn-k-=1 


que es una matriz de rango n — 1, por lo que podemos seleccionar n — 1 
columnas tales que la matriz resultante sea invertible, y gracias al teorema 
de la función implícita podemos despejar n — 1 variables en función de la 
restante en una vecindad de xp. Entonces existe o : l = (-e,8) > IR” 
definido de manera análoga al caso particular, tal que g(o(t)) =0Vt € l y 
(o(t) — Lo) - bi = 0, Vi, v= 1,....n— k=1 

Derivando las ecuaciones anteriores con respecto a t y evaluando en t = 0 se 
obtiene que 


Vgi(t0) ñ o'(0) = 0, tE 1, ed de A o'(0) * b, = 0, 3 = 1, A (al k—=1 


lo que implica que 0*(0) || v. Definiendo (t) = a(lvl[t/llo*(0) ||) tenemos 
que 0'(0) = vu, lo que nos da el lema, pues la otra inclusión ([0*(0)/0(t) € 
SVt, 0(0) = tp) € Ts(xo) es directa (análoga a la demostración en el caso 
particular) 
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5.4 Algunas Reglas de Derivación Adicionales 
Teorema 5.5 (Regla de Leibniz de Derivación) 


Sea f : IR? => IR de clase C*. a,B : IR > UR funciones diferenciables. 
Entonces la función F' : IR—= IR definida por 


B(x) 
Me) = Il Fa tjdt 


es diferenciable y su derivada es 


a y (a) 


Ha, tdt = f(x, B(11)8 (2) — f(x, a()a! (x) +/ aq (er t)dt 


a(x) 


dx o(u) 


Demostración Definamos la función 
Ela) = , Flu, tjde 
0 


por el Teorema Fundamental del Cálculo sabemos que 


demostremos que 


para ello notemos que 


Ox 
: 9 
0 Hat ht) + (0,0) 5 Jl, 0dt 


G(2,1 +h)-G(z, 1) — UN a 


PfEse h a t))hdydt 
No yh,t) — 5H (,t)hdy 


La función 0f/0x(-,-) es continua, y por lo tanto, uniformemente continua 
sobre [x — |hl,x + |[h|] x [0, 2], asi, dado e > 0, existe 9 > 0 tal que si 
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IG, y) — (2, y) || < 9 entonces jOf/0x(x, y) — Of/0x(z, y) < e/z. Entonces 
si [h| < Ó se tiene que 


0) 0) 
sq ¿(E + yh, t) _ a+ (et)! <e WE [0, 2] Vy = [0, 1] 


lo que implica que 
are »] —S(a, tdt < elh 
0 L 


si |[h| < 4 de donde se sigue el resultado. Luego 
1163) 
[, Se-o4=6(8,1) - Glata),2) 
y aplicando el resultado anterior se tiene que 


. A ) 
— x,t)dt 
dx E) 


0 ] 0 de 0 : 
> ADA AAA alt - 
dx 
= 7 Bla), 0) 
B(z) a(z) 
SN E 


B(x) 
= HH Haga 


a(z) 


Teorema 5.6 Sean AC IR” y BC IR” abiertos y f: Ax B => IR de clase 
C*. Sea QC B conjunto elemental cerrado. Entonces la función 


F(a) = / Ha, yldy 


es de clase C* y 


0) 0) 
27 = 3 tema 


para todo 1=1,...,n 
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Demostración Sea ty € A 


F(w0+h) — Fl) -En fa f(z0, y)dy 
= / Fl Xo + h, y) — f(zo, y) Y hi -(2o, Y)dy 
E GE +h,y) — f(x0,y) — Vaf (zo, y) - h)idy 


1 
yl (Vaf (Lo +th,y) — Vaf (Lo, y)) - hdtdy 
0 


La función V,f(-,-) es continua en B(xp,1) x Q que es compacto => es 
uniformemente continua. Luego dado e > 0 existe 4 > 0 talque si ||(x, y) — 
(2,9 <o => IV,flo, y) —- Vf (3, Y) | <e/vol(Q). entonces si [|A|| < $ se 
tiene que 


[Vo f (zo +th, y) = Va f (zo, y) | < Vte[0,1]WyeQ 


vol(Q) 


lo que implica que 
|Flzo + h) — F(x0) Es 1 - (Lo, Y y)dy| 
1 
]| loro +m.m- vs. 0)llrtas 
QJ0 


/ ht = ell 


de este modo |F(xo + h) — F(t0) — Y; hs dar -(Zo, yidy| < el|h|| siempre 
que ||h|| < 6, es decir, F' es diferenciable es 1p y 


IA 


0) 0) 
22 Fo)= || 3, ¿fo 0d 


para todo 1 = 1,...,n. La continuidad de las derivadas parciales queda de 
ejercicio. 
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5.5 La Fórmula de Cambio de Variables 


Recordemos la fórmula de cambio de variables 
] atae= [ st) ae Did 
FO) Y) 


Para dar sentido a la fórmula se requiere 


e f: U > V biyectiva de clase C* y con inversa de clase C*. (Esta clase 
de funciones recibe el nombre de difeomorfismo) 


e (es un compacto, cuya frontera es la unión finita de grafos de funciones 
continuas 


eg: f(Q) > IR es continua. 


En estas circunstancias las funciones 


. 0 ¡3 
gone Lon deDHW)| yen 


son integrables. 
Para demostrar la fórmula de cambio de variables, tenemos que dar una 
definición de integrabilidad un poco más fuerte. 


Definición 5.2 A C IR” se dice v-medible si A es compacto y su frontera 
es la unión finita de grafos de funciones continuas. 


Ejemplo 5.6 A= [a, b]” con a y b finitos es v-medible 


Ejemplo 5.7 Si A es v-medible, y f es un difeomorfismo, entonces f(4) en 
v-medible 


Observamos que si A es v-medible, entonces podemos definir el volumen de 
A como 


vol(A) = J 1La(2)de 
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donde 
a 


l xzeA 


Definición 5.3 Sea A un conjunto v-medible. Una descomposición D de A 
es una colección de conjuntos C¡,..., Cj tales que 


e C; es u-medible, 1 =1,...,k 
e AÁ=C1U..UC;g 
e int(C;¿NC;)=0), sii AH )j 
Se define también el diametro de la descomposición D como 


diamD = max diamó); 
<i<k 


donde el diametro de un conjunto A v-medible es igual a diamA = sup(||x — 
yl|/x,y € Aj 


Dada la descomposición D de A, consideremos el vector € = (€1,...,€x) tal 
que € €C¿Wi=1,...,k 


Definición 5.4 Sea f : A > IR una función acotada. Definimos la Suma 
de Riemann asociada a (D,£) como 


k 


S(f,D, €) = Y * f(€;)vol(C;) 


i=1 


Definición 5.5 Decimos que f es v-integrable sobre A, conjunto v-medible, 
si existe I € IR tal que 


Ve > 036 > Otal que VD desc. de A, 


(diamD < 9 Agasociado a D) > |S(f,D,€) — I|<e 
Si tal I existe, es único, (demostrarlo) y denotamos I = f, f(u)dx 


Con esta definición podemos seguir paso a paso la demostración ya hecha 
para probar la proposicion siguiente 
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Proposición 5.1 f : A > /R continua > f es v-integrable 


También se puede demostrar que si f : A > /R es acotada y continua salvo 
sobre el grafo de un número finito de funciones continuas, entonces f es 
v-integrable. 


Teorema 5.7 (Teorema del Cambio de Variables) 
Sea Q v-medible y f : U => V un difeomorfismo, 0 CU. Seag: f(Q) > IR 
v-integrable. Entonces go f : QM > IR es v-integrable y 


J atoae= [ sw) ae Did 
F(0) y 


Demostración La demostración del teorema tiene dos partes: primero el 
caso en que f es una función lineal, y luego el caso general. 

Caso f lineal: La demostración ya fue hecha para IR?*, y se extiende de 
manera análoga a /R”, por lo que supondremos cierto el resultado en el caso 
lineal. Asi tenemos, si 7' es lineal que 


vol(T(A)) = ll 1 0 1| det 7] = vol(4)| det 7] WA v-medible 
T(A) A 


Caso general: Necesitaremos dos lemas previos 


Lema 5.2 Sea U abierto, X € U compacto y p:U x U > IR continua tal 
que p(x,1) =1VWx € U. Entonces Ve > 039 > 0 tal que 


x,y EX lx — yl] <ó => |p(u, y) —1|<e 


Demostración Puesto que X es compacto, entonces XxX C UxU también 
es compacto, por lo que y será uniformemente continua sobre X x X. Luego, 
dado e > 030 > 0 tal que |lz—2||+|ly—w!] = [|(x, y) (2, w) |] < 9 => |p(x, y)- 
p(z,w)| < e, en particular, si [lx — y|] < 9 entonces ||(x, y) — (x, 2)]] < ó lo 
que implica que |p(x, y) — plz, x)| = plz, y) = 1] <e 


Lema 5.3 Sean U, V C IR” abiertos y f : U —> V un difeomorfismo de clase 
C*. Sea X € U un compacto v-medible y M = supí||Df(x)l|/x € XY.(Donde 
[|-]] es cualquier norma matricial, por ejemplo ||A]] = max1<i<n O 3-1 (0451) 
Entonces 


vol(f(X)) < M"vol(X) 
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Demostración Demostremos primero el caso en que X es un cubo, con 
centro p y lado 2a, es decir, 


n 


X = [pap + a] x... x [pa — a, pa + a] = | [lp — a, p; + a] 
i=1 


Por la desigualdad del valor medio tenemos que |f;(1x) — f¡(p)| < Ma y por 
lo tanto 


If) — FDllo < Ma VreX 


es decir, f(x) está a distancia a lo más Ma de f(p) para todo € X , 
entonces 


FX) 


IA 


[fi(p) — Ma, fil(p) + Ma] x ...x [f.(p) — Ma, fnlp) + Ma] 


[ [4 0o) — Ma, fi(p) + Ma] 


i=1 


o sea que vol(f(X)) < vol([ [_,[f:(p) — Ma, f,(p) + Ma]) = M"(Qa)” = 
M”"vol(X) 

El caso general lo hacemos por aproximación. Sea e > 0, entonces existe un 
abierto 0 tal que X C9 CU y [Df(1)]| < M +e para todo x € O (Por la 
continuidad de Df). 

El conjunto X se puede cubrir por un número finito de cubos con interiores 
disjuntos contenidos en O 


k 
xclJe, 
i=1 


con int(C;) Nint(C;) =4 si iAH j. Además los cubos se pueden suponer tan 
pequeños que 


Y vol(C;) < vol(X) + € 


FX) € U F(C;) => vol(H(X)) < »_voNF(C;) < ZS M¿voW(C;) 
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donde M, = supf|Df(x)ll/x € C¡) < M+e por lo tanto vol(f(A)) < 
(M + e)"(vol(X) + €). Como esta desigualdad es válida para todo e > 0 
concluimos que 


vol(f(X)) < M"vol(X) 


Para finalizar con la demostración en el caso general, consideremos una de- 
scomposición D = (C;,...,Cx) de (2 y puntos €; € C; para 1: 1,...,k. En- 
tonces los conjuntos f(C;) definen una descomposición de f(Q) y los puntos 
F(€s) € F(C;¡). A esta descomposición la denotamos por Df. Usando la de- 
sigualdad del valor medio se puede demostrar que existen constantes a, 02 
tales que 


adiam(Df) < diam(D) < azdiam(D f) 


gracias a que ( es compacto. Definamos T; = f'(€;) € Maxn para i= 1,...,k, 
y 


N, =sup( IT" (2) 1/2 Ci) Mi =sap( ITA Y) l1/y € F(Ci)) 
con ||-[] la misma del lema anterior. Entonces se tiene que 
vol(f(C;)) = vol(T,T,*f(C;)) 
| det(T;)|vol(T*F(C;)) 
| det(T;)|N*vol(C;) 


IA 


de igual manera 
vol(C;) < | det(T*)|vo((f(C;)) MP 
De lo anterior se obtiene que 


vol(C;)| det(T;)] — vol(F(C;)) 
vol(C;)| det(T,)] — vol(f(C;)) 


vol(F(C;))(M7' — 1) 
vol(C;)| det(T,)1(1— N”) 


IVA 


Definamos también p(x,y) = IF (ww) (2) |, de este modo p(x,1) = 1 
para todo zx € (. 

Luego, gracias a los lemas anteriores, dado e > O existe 9 > O tal que si 
diam(D) < Í entonces 


[N?—=1|<e A |MP-1|<e 
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De todo lo anterior, se concluye que existe una constante B tal que 
vol (C;)| det (T;)| — vol(F(C;))| < Bevol( f(C;)) 


Según la definición de v-integrable debemos comparar la suma de Riemann 
de h := go f| det Df| asociada la partición D y a los puntos £ con el supuesto 
valor de la integral: / = Ss) g(x)jdx 


S(h,D, £) — / q da 


= Es (€,))| det(T, orvoo)= [atras 


k 


< Esa FE) des(T)|voX(C,) — Y IL ENWAUL(C))! + - 

¿))vol(F(C;)) — xdx 

ou (£,))vol((C,)) f,90 | 

E SN (Es) Ivol(F(C;)) +.. 

¿vol F(C;)) — x)dx 

su (£,))vol((C,)) f,00 | 
be ¿)) ivol(F(C; 59, Df, = x)dx 
< tata FE) Ivo A(C)) +15(9, DF, F(E)) f,90 | 


En la última E gracias a que y es v-integrable sobre f((2) tenemos 
que la sumatoria de la izquierda está acotada y el término de la derecha 
se puede hacer tan pequeño como se desee tomando un d suficientemente 
pequeño. Por lo tanto dado £ > 0 existe $ > 0 tal que si diamD < ó, 
entonces 


5,D,6)-/ glajde<e 
F(0) 
es decir, go f| det Df| es v-integrable en Q y 
| sesunaroria= fate 
o FO) 


pues la integral es única. 
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5.6 Ejercicios 


1. Considere el siguiente sistema no-lineal: 


dixo + ata + yg+yg =0 
2129Y1 + T2Y1Y92 + YoY1i%1 + YatiT2 = 0 


(a) Demuestre que es posible despejar (y1,y2) en función de (11, 12) 
en torno a algún punto. 


(b) Encuentre los valores de : 


OY 0Y> 
li SL 1 
TN ? ) ) na y) ) 
2. Sea z(1,y) una funcion diferenciable definida implicitamente por la 
ecuacion: 
O 
2=0: (2) 


donde f : IR —> IR es ua funcion derivable. Demuestre que 
2(x, y) Ñ Valz, y) == zm, y) 


Indicacion: Considere F' : IR > IR definida como F(x,y,2) =2—x- 


3. Considere el siguiente sistema no lineal: 


sin(21 - y1) + 23 cos(ya) 
ya +21 + (sinh(x2))? = 


Encuentre los valores de 22 (1,0,0) y 22 (1,0, 0). 
2 23 
Indicacion: Considere la función 
9: RExiR? > ¡R 
(2,9) > (u(z, y), v(z, y) 
con Z= (21,72,13), 4 = (y1, ya), u,v : IRF x IR? => IR son tales que 


aa y) => sin(x1 : y1) +23 cos(ya) 


79 


v(T, Y) = Ya + a+ (senh(x3))* 


160 CAPÍTULO 5. COMPLEMENTOS DE CÁLCULO DIFERENCIAL 


4, 


(a) 


Mostrar que cerca del punto (x,y,u,v) = (1,1,1, 1) podemos re- 
solver el sistema 


xu+ yvu? 
zu + yv! 
de manera única para u y v como funciones de x e y. Calcular Cu 


Considere el sistema 


a+ y 
==, MU 
z 
sin +cosy = U 


Determine cerca de cuales puntos (x, y) podemos resolver x e y en 
términos de u y U 


Analizar la solubilidad del sistema 


Z+ Y +24 uta? = 
lr+3y+ zu +0 +w+2 
c+2+w+u +2 


para u,v,w en términos de x,y,z cerca de r =y=z=0,u 
v=0yw= -2. 


2 . 
Hallar 1 yá A lo=1 SI 
a—20y+y+3+y-2=0 


Hallar cu y Á si 


Hallar e y Z 


si 
xcos(y) + ycos(z) + zcos(1) =1 


Las funciones y y z de la variable independiente x se dan por el 


. ; E a dy de dy dz 
sistema de ecuaciones 1yz = a y 1+y+2 = b; Hallar 2, e, > 7: 
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6. (a) Sea la funcion z dada por la ecuación 


a+ y +2 = p(ar + dy + ez) 
donde / es una función cualquiera diferenciable y a, b, c son 
constantes; demostrar que: 
Oz Oz 
cy =b2) + (4% = 01) >= bx 4 
(oy — 02) + las 02) y 


(b) La función z está definida por la siguiente ecuación 
Flx—az,y—bz)=0 


donde F es una función diferenciable Encuentre a que es igual la 


expresión 
ps + pe 
Ox Oy 
(e) Si F(2,2) = 0, Calcular 
Oz A Oz 
dx oy 


(d) Demostrar que la función z, determinada por la ecuación 


y =xplz2) + x(2) 
Satisface la ecuación 


Pe dao 
Oy dx? 


7. Para 
f(u,v) = (u+ (logu)”, ur, w?) 


(a) Muestre que f no es inyectiva 
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10. 


¡e 


12. 
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(b) Encuentre un dominio (2 de manera que la función sea inyectiva 
en (2 


(c) Calcule D(f7*)(1,0,1) cuando f se considera en £?. 


Encuentre el mínimo de la función f(x,y) = xy + yz sujeto a las re- 
stricciones 1?y? = 2 y 1y = 2. 


Sea f(x, y) = (1? — y”, 20y) 
(a) Demuestre que para todo (a,b) 4 (0,0), f es invertible localmente 
en (a, b). 
(b) Demostrar que f no es inyectiva. 


(c) Calcular aproximadamente f7*(-3.01,3.98). Use la fórmula de 
Taylor. Note que (f(1,2) = (-3, 4)) 


Sean f(u,v) = (u? + u?v + 100, u + e?) 


(a) Encuentre el conjunto de puntos en los cuales f es invertible lo- 
calmente. 


(b) Compruebe que (1,1) pertenece al conjunto obtenido en la parte 
(a), encontrar (aproximadamente) el valor de f7*(11.8, 2.2). 


Sean x,y,z tres variables relacionadas por una ecuación de la forma 
F(x,y,z) =0 donde f es una función tal que 0f/0x,0f/0y,0f/0z don 
distintos de cero. Por lo tanto es posible escribir: x = z(y,z), y = 
y(x,z), z = z(1, y), donde estas funciones son diferenciables. Muestre 
que 

Ox Oy Oz 


y Oz0x 


Muestre que las ecuaciones 
aoyu+o+4d = 
2xy + y?- 2443048 = 


determinan funciones u(x, y) y v(z, y) en torno al punto 1 =2,y =—1 
tales que u(2, —1) = 2 y v(2,—1) = 1. Calcular Cu y > 
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13. 


14. 


15. 


16. 


1 


Calcular f f dxdy donde S es el dominio limitado por 
5 


2 2 2 2 
TL Y, TL Y 


a. 


Indicación: Use x = ar cos (p; y = br sin y. 


(14 |2+yl) Aa 
Sea eat = EN (xt + log,t + z)dt. Calcular TL en 
er+y+2 
aquellos puntos donde existan. 
Considere la función 
1 1 x+ct 
u(x,t) = AS +) + fo e) + 0 ] g(sjds 
el 
7 t u+e(t=s) 
+2) ] Flo, sidods 
0 x—e(t=s) 


Muestre que 


Considere la siguiente ecuación integral 


X 
u(í)=5 +/ sin(u(s) + 2)ds 
0 
En el capítulo anterior se demostró que tiene una única solución en 
C(([0, 1/2], IR). 
Derivando dos veces la ecuación integral (justifique por que se puede 


derivar), encuentre la ecuación diferencial que satisface su solución 


Considere las funciones 
2 


(z) y 
Fa) =f Ha ++, xt)jdt, Gta) = | diu 2 dz 


Calcule F'(1) y (2, y) 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22: 
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Encuentre una aproximación de la raiz de cos x — xe* = 0, iterando 3 
veces la fórmula de Newton para 1, =9. 


Sea f : IR” => IR” un difeomorfismo de clase C* (es decir, un home- 
omorfismo con f y f7* de clase C?*), que satisface que f(B) C B, 
donde B es la bola unitaria cerrada y [det f'(x)| < 1 para todo x € B. 
Demuestre que para toda función continua g : B > IR” se tiene que 


lim g(x)jdx=0 


donde f* es f compuesta consigo misma k veces. 


Sea B,, la bola unitaria en /R”. Muestre que 
Vol(B4) = 2] y 1-— (22 + y? 4 22)drdydz. 
B3 


Tomando coordenadas esféricas muestre que el volumen de B, es igual 


1/2 27 pl 
2/ / l r?sin(6)V1 — r2drd0dó 
0/20 Jo 


y concluya que Vol(B,) = 7?/2. En general muestre que el volumen 
de la bola de radio r es r*7?/2. 


Sea f : U => IR” una función de clase C* en el abierto U C IR”. Sea 
a € U tal que f'(a) es invertible. Muestre que 


sn POIS EB(a, 1) 
r>0 vol(B(a,r) 


= [det.f'(a)|. 


Como en el ejercicio anterior muestre que si f'(a) no es invertible en- 


tonces FB )) 
vO a, r)) 
120 vol(Bla,r) 


